ZapadocCeska univerzita v Plzni
Fakulta aplikovanych veéd
Katedra informatiky a vypocetni techniky

Bakalarska prace

Aproximace vypoctu pro
digitalni holografii

Plzen, 2011 Zuzana MajdiSova



Prohlaseni

ProhlaSuji, Ze jsem bakaldiskou praci vypracovala samostatné a vyhradné s pouZzitim ci-
tovanych pramentl.

V Plzni dne 9. kvétna 2011

Zuzana MajdiSova



Podékovani

Na tomto misté bych rdda podékovala vedoucimu mé bakalaiské prace panu Ing. Petrovi
Lobazovi za odborné vedeni, ochotné poskytnuti cennych rad a pfipominek, které zdsad-
nim zplisobem prispély k dokonceni této préce.



Abstract

This work deals with methods of calculation the propagation of light between two pla-
nes and following comparing their results. The method of calculation light propagation
between parallel planes is based on the discretization of the Rayleigh-Sommerfeld in-
tegral by using Fourier transform and convolution. Another method is responsible for
propagation of the angular spectrum of plane waves can be obtained by the fast Fourier
transformation of the optical field. The angular spectrum is defined as a set of vectors
that defines front-waves which forms the transformed optical fields. The method of cal-
culation light propagation between arbitrarily planes is using reference method which is
using Rayleigh-Sommerfeld integral. Another method for simulating field propagation
is fast method, based on angular spectrum of plane waves and coordinate rotation in the
Fourier domain. This method can be implemented by using the fast Fourier transformation
and bilinear interpolation.
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1 Uvod

V této prici se budeme zabyvat propagaci koherentniho svétla mezi dvéma rovinami.
Nasim cilem je numericky nasimulovat $ifeni koherentniho svétla ze zdroji umisténych
na jedné roviné€ do roviny druhé, kterd se od roviny se zdroji nachdzi ve vzdalenost z.

Svétlo ze zdroji budeme chépat jako vinu a budeme pro néj pouZzivat skalarni apro-
ximaci koherentniho svétla, dale nebudeme uvazovat ¢asovou zavislost svétla. DalSim
predpokladem pouZivanym v linedrni optice je, Ze se svételné zdroje navzajem neovliv-
nuji, ale kazdy bod z roviny se zdroji ovlivni vS§echny body v roving, na kterou svétlo
dopada.

Tento vypocet se da provést tak, Ze se pro kazdy bod roviny, na kterou svétlo Sitime,
seCtou prispévky od vSech bodl v roviné se zdroji. Nevyhoda tohoto vypoctu je, Ze pro
rovinu o N X N prvcich je vypocetni sloZitost O(N*), coz zpiisobuje nepouZitelnost této
metody v praxi a vyuziva se pouze pro ziskani referen¢nich vysledkd.

Pokud vSak budeme svételné pole chdpat jako linedrni kombinaci rovinnych vino-
ploch (svételné zdroje jsou umisténé v nekonecnu), pak je mozné systém vytvoreny vino-
plochami v roving, na kterou svétlo $ifime, popsat pomoci Fourierovy transformace, jejiz
sloZitost je pro dvourozmérny pifpad O(N? log N). Metoda s takovou vypocetni sloZitosti
je Jiz pouZzitelnd v praxi.

Cilem této prace je implementace vypocta Sitfeni koherentniho svétla mezi dvéma rov-
nobéZnymi rovinami pomoci propagace thlovym spektrem a Rayleigh-Sommerfeldovym
integralem. Déle implementace vypoctl Sifeni svétla mezi dvéma rtiznobéZnymi rovinami
pomoci ndmi navrzené referencni metody a rychlé metody, kterd je zaloZend na rotaci uh-
lového spektra.

Nakonec provedeme srovndni metod pro Sifeni svétla mezi rovnobéZnymi rovinami a
pro propagaci mezi riznobéZnymi rovinami z hlediska vzniku nepiesnosti ve vystupech
vzhledem ke skutecnym vysledkim a z hlediska vypocetni sloZitosti.



2 Vlastnosti svétla

2.1 Elektromagnetické vinéni

Elektromagnetické vlnéni vznik4 Sifenim elektromagnetického pole prostorem.

V druhé poloving 19. stoleti zkombinoval James Clerk Maxwell zdkony elektfiny a mag-
netismu se zdkony chovani svétla. Tomuto okamzZiku vSak pfedchazelo postupné objevo-
vani zakonu elektfiny a magnetismu. Ukazalo se, Ze nabité Castice na sebe plisobi elektric-
kymi pfitazlivymi resp. odpudivymi silami a magnetickymi silami, které se zmensuji jako
prevracend hodnota kvadratu vzdalenosti mezi nimi. DalSim poznatkem bylo zjisténi, Ze
elektrické a magnetické pole jsou fyzikdln€ propojeny, coz vyplyva z Fradayova zdkona
[14]:

., 0B

tE = ——, 2.1
ro E 2.1)

z kterého je vidét, Ze pfi zméné magnetického pole, vznikd pole elektrické. Na zaklade
této svazanosti vzniklo elektromagnetické pole, jehoz vlastnosti byly popsany Maxwello-
vymi rovnicemi:

divD = 0,
divB = 0,
. B
rotE = —a—, (2.2)
ot |
- - BD
rotH =i+ —

ot’

kde D je elektrickd indukce, o hustota volného naboje, B magnetické indukce, E intenzita
elektrického pole, H intenzita magnetického pole, 7 je hustota elektrického proudu a rot,
div jsou operatory vektorovych poli.

Tyto rovnice sice vyjadfily jiz dfive znamé fyzikalni poznatky, ale na druhé strané pied-
povédély existenci dosud nezndmych déju v elektromagnetickém poli, které by mély cha-
rakter vinéni - elektromagnetické viny. Na zakladé této pfedpovédi byly poté Hertzem
experimentdlné dokdzany vinové jevy [15].

My si diikaz existence a vlastnosti tohoto vinéni provedeme pro homogenni izotropni ne-
vodivé prostiedi (dielektrikum) bez proudi a volnych naboji. V takovém prostredi budou
platit ndsledujici matematické podminky:
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Pokud podminky (2.3a) dosadime do Maxwellovych rovnic (2.2), ziskdme:

divD = 0, (2.42)
divB = 0, (2.4b)
)
tE = — 2.4
ro 5 (2.4¢)
L oD
tH=2. 2.4d
ro E ( )

Nyni do rovnice (2.4d) dosadime materidlové vztahy (2.3b), ¢imZ ziskdme:

-

B 0 o
ror =3 t(s ) (2.5)
tento vztah miZeme déle upravit:
n OE
tB=¢g-pu—. 2.6
ro £ p—o (2.6)

Nyni tuto rovnici zderivujeme podle Casu:

o PE
—rotB=¢-u—-.
o’ “ M on

JelikoZ operéator rotace vektorového pole je tvoren derivacemi prostorovych soufadnic,
muiZeme provést zaménu poradi tohoto operatoru s Casovou derivact:

2.7)

rot—t =& U— (2.8)
a do takto vzniklého vztahu dosadime (2.4c):

OE

T2 (2.9)

—rotrotE =&

V rovnici (2.9) se vyskytuje dvojitd rotace, kterou lze upravit pomoci vztahu s Laplaceo-
vym operatorem, jehoZ tvar je nasledujici:

rot rotE = grad divE — AE. (2.10)
Dosadime-li tedy (2.10) do rovnice (2.9) dostaneme:

PE

—(grad divE — AE) = & - pi—.
(grad div ) ‘9“ar2

(2.11)
VyuZitim (2.4a) zjistime, Ze prvni Clen v zdvorce v (2.11) je nulovy. Vysledny vztah pro
intenzitu elektrického pole tudiz je:

R 2E



Nyni prepiSeme rovnici (2.12) do nésledujiciho tvaru:

n? *E

AE = =22,
c? Or?

(2.13)
kde n je index lomu svétla, ¢ je rychlost svétla ve vakuu a vztahy platné mezi ¢, n, u a &
[1] jsou:

P 1
n= .[— c=

€0 VHoEo .

Poznamenejme, Ze analogické dpravy miZeme aplikovat na (2.4¢), kdy by vznikl for-
malné stejny vztah pro magnetickou indukci:

(2.14)

29208
- n (9 B
AB = ——. 2.15
c? 0r? @15
Proto je moZné stav elektromagnetického pole popsat jednou veli¢inou, na niZ jsou
vSechny ostatni veliiny zdvislé a to nasledujici skaldrni vlnovou rovnici:

n? 0%l

Ail = ——
c? or?

(2.16)

2.2 Komplexni amplituda

Pro vlny popsané harmonickymi funkcemi je vhodné zavést matematicky popis pomoci
komplexni reprezentace [1]. Zavedeni komplexni reprezentace si ukdZeme ndzorné na
prikladu monochromatické viny, kterd je feSenim vlnové rovnice (2.16) a je popsdna na-
sledujici rovnict:

u(P, 1) = A(P) cos(2nvt — p(P)), (2.17)
kde A(P) je amplituda vInéni, v je frekvence vinéni a ¢ je faze vinéni. Pokud pouZijeme
vztah pro Eulerovu identitu:

et/ = cosa + j-sina, (2.18)

pak lze vztah (2.17) popsat i nasledujicim vyrazem:
u(P, 1) = Re{A(ﬁ) ef@”vt-s"(ﬁ))} = Re{A(ﬁ) e=ieP) eﬂ”f}, (2.19)

kde Re{...} oznaCuje redlnou ¢ast vyrazu uvnitf zdvorek a j> = —1.
M4 A 7 v Vv v 7z = .
Jestlize budeme predpokladat, Ze vSechny operace obsazené ve vztahu u(P,t) jsou
linearni, mizeme pouZzit komplexni reprezentaci:

u(B, 1) = A(P) e P) o200 — [7(B) e, (2.20)

kde U(P) = A(P) 7P je komplexni amplituda.



2.3 Helmholtzova rovnost

Do parcidlni diferencidlni rovnice (2.16) dosadime vztah (2.20) a budeme predpokladat,
ze dané elektromagnetické pole zkoumame ve fixnim ¢asovém okamZziku. Dostaneme tak
ndsledujici rovnici, kterd je zavisla na prostorovych soufadnicich, ale neni zavisld na Case:

AU + kU =0, (2.21)

kde k je vlnové &islo a plati pro néj vztah:

2
kzZmzK:—ﬂ

, 222
- =7 (2.22)

kde A je vlnova délka. Rovnice (2.21) je zndma jako Helmholtzova rovnice.
Poznamenejme jeste, Ze jakdkoliv monochromaticka vina, ktera se $ifi vakuem (n = 1)
nebo homogennim dielektrikem (n > 1) musi tuto rovnici spliovat [1].

2.4 Viny a vinoplochy

Kazdé reSeni vlnové rovnice (2.16) se nazyva vlnou. Z rovnosti druhych parcidlnich deri-
vaci podle soufadnic a podle Casu plyne, Ze v argumentu funkce, kterd popisuje vlnu, musi
byt Cas a prostorové soutfadnice slouceny do obecné faze viny. Vlna je tudiz rozruch, ktery
se §ifi v prostoru a Case, tzn. vina bude mit urCitou velikost v uritém Case a misté, pfi-
¢emz v jiném misté nabyde této hodnoty v jiném Case (aZ tam vlna dorazi). Geometrické
misto bodi, ve kterych ma obecnd faze viny pro zafixovany ¢as konstantni hodnotu, se
nazyvé vlnoplochou. Z toho plyne, Ze rovnice popisujici vlnoplochu je zavisld pouze na
prostorovych soufadnicich.

Existuje spousta typl vin, ale nds budou zajimat pouze dale uvedené druhy. Nejdiile-
Tyto vlny budeme déle dé€lit na harmonické kulové viny (vlnoplochy jsou kulové plochy)
a harmonické viny rovinné (vlnoplochy jsou roviny).

2.4.1 Harmonicka rovinna vlna

UvaZujeme vInéni, jehoZ vlnoplochy jsou roviny kolmé na jednotkovy vektor
il = (n1, na, n3). Takové vinoplochy tedy budou mit rovnici 7 - 7i = konst. a vinova funkce
bude mit tvar:

u(?,t) = u(?- i, 1). (2.23)

Pokud nato¢ime soufadny systém tak, Ze osa z bude ve sméru normdlového vektoru 7 a
pouZzijeme vztah v = ¢/n, kde v je frekvence vInéni, pfejde nim vlnova rovnice (2.16) na
tvar:

— - ——— =0, 2.24
0z v?or (2.24)
kterou miizeme prepsat na tvar:
0 1dyo 10
—————=+-=u=0. 2.25
(o~ v llaz * ) (2:25)
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Prejdeme-1i k novym proménnym & a u:

u e 220
bude mit vlnova rovnice v téchto proménnych nasledujici tvar:
ag;tu =0. (2.27)
Obecné feseni rovnice (2.27) po zpétném dosazeni za proménné bude:
u(7-i, 1) = uy(F- it —vt) + up(7- it + vr), (2.28)

kde u; a uy jsou libovolné funkce. Funkce u (7 - ii — vr) pfedstavuje vlnu, kterd se Sii{
ve sméru 7 rychlosti v a funkce u,(7 - 7 + vt) predstavuje vinu, kterd se Siff ve sméru —#
rychlosti v.

Nasim pozadavkem vSak navic je, Ze rovinnd vlna m4 byt harmonickd, tzn. popsatelna
funkcemi kosinus nebo sinus. Konkrétné rovinnou harmonickou vinu podle vztahu (2.28)
popisuje funkce:

u(P- it T vi) = acos [w(t - u) + a], (2.29)
\%

kde a a a jsou konstanty a znaménko minus plati pro vinu $ifici se ve sméru 7 a plus pro
vlnu $ifici se ve sméru —7i. Tento vztah miZeme pomoci vinového vektoru K prepsat do
findlniho tvaru:

(7, 1) = acos(wt F k- 7+ ), (2.30)

coZ je po zapsani v komplexni notaci:
u(#, 1) = A e™* el (2.31)
U@

kde U(7) je komplexni amplituda.

Podrobnéjsi odvozeni lze nalézt v [13].

2.4.2 Harmonicka kulova vlna

Kulové viny jsou vlny, které vychazeji nebo se sbihaji do stfedu (napf. pocatek souradného
systému) a jejichz vinoplocha je kulova. Predpoklddejme tedy, Ze mame vlnu popsanou
skaldrni funkci, jeZ je z4visld na Case ¢ a na vzdélenosti r od pocatku:

u = u(r, 1), (2.32)

kde vzdalenost r je rovna:
r=x+y?+ 22 (2.33)
Nyni si vyjadiime Laplacetv operator A v rovnici (2.16) pomoci derivace podle 7:
0 N 20
o ror

(2.34)

11



Dosadime-li tento vztah do vlnové rovnice (2.16), ve které navic opét pouZijeme vztah

v = ¢/n, dostaneme:

0*u  20u 1 &%u
oz rar  ver (2.35)

Pokud vynasobime obé strany rovnice r # 0, dostaneme nasledujici tvar vinové funkce:

P(ru) 1 0%(ru)

arr v oo’ (2.36)

jejiz reSenim je funkce:
> 1 1
(v, 1) = —uy(r —vt) + —up(r +vt), (2.37)
r r

kde u; a u, jsou libovolné funkce. Funkce %ul(r — vt) predstavuje vlnu vychdazejici ze
stredu (pocatku) rychlosti v a funkce %ul(r + vt) vinu sbihajici se do stfedu (pocatku)
rychlosti v.

Nasim pozadavkem vSak je, Ze kulovéd vlnoplocha m4 byt harmonickou, tzn. chceme
ji popsat funkci kosinus nebo sinus. Kulové harmonické viny jsou tedy charakterizovany,
za pouZiti vilnového Cisla k vyrazem:

u(P, 1) = = cos(wt F kr + ), (2.38)
r
coZ je po zapsani v komplexni reprezentaci:

A _. .
u(@ 1) = — e™kr el (2.39)

kde U(7) je komplexni amplituda.
Podrobnéjsi odvozeni opét 1ze nalézt v [13].

2.5 Helmbholtz-Kirchhoffova integralni véta

K odvozeni integrélni véty potfebujeme Greenovu vétu, jejiZ tvar je nasledujici:

f f (UAG - GAU)dv = f f U——G—)d (2.40)

kde G a U jsou komplexni funkce zavislé na pozici, S je uzaviena plocha, kterd tvori
hranici objemu V a d/dn znaci derivaci funkce ve sméru vnéjs$i normély povrchu S'.
Umistime-li do bodu P, zdroj s amplitudou U, pak hodnota funkce G v libovolném

bod¢ P, je ddna vztahem:
ejkr

G(Py) =

(2.41)

kde r je vzdalenost mezi body Py a Py, tzn. r = ||P; — Py||. JelikoZ vztah (2.41) popisuje
kulovou vlnoplochu a vime, Ze kazd4 vlnoplocha musi spliiovat Helmholtzovu rovnici,
pak musi pro (2.41) platit:

(A+Kk)G = 0. (2.42)

12



Z rovnic (2.21) a (2.42), pak odvodime vztahy:

AU = -U k2,

AG = -G K, (2.43)

které dosadime do levé strany Greenovy véty (2.40) a dostaneme:

f f (UAG — GAU)dv = — f f (UGK* - GUK*)dv = 0. (2.44)
\% \%

Vzhledem k vysledku pfedchoziho vztahu a pfedpokladu, Ze uzaviend plocha tvotici

N
n

Obrazek 2.1: Plocha pies kterou integrujeme

hranici objemu Vje S’ = § + S, coZ je zndzornéno na obr. 2.1, se ndm Greenova rovnice
zjednodusila na vyraz:
ff U— - G—)ds =0. (2.45)

Tento vyraz ndm umoziuje prepsat vztah (2.45) na rovnost, kterd je s nim ekvivalentni:

ff U— - G— ds = ff U— - G—)ds (2.46)

Nyni urc¢ime derivaci funkce G podle normaly:

9G(Py)
on
ve které cos(i, ) reprezentuje kosinus thlu, ktery svird vnéjs$i norméla 7 a vektor 7 spoju-
jici body Py a P,. Nyni mame urceny vSechny vyrazy, které jsou potfebné pro dosazeni do
rovnice (2.46). Poznamenejme jesté, Ze pro body na plose S . plati r = £ a predpokladdame
& — 0. Nyni jiz mtizeme vyslovit rovnici pro Helmholtz-Kirchhoffovu integralni vétu:

ikr ikr
UPy) = — f f e ,0¢ )ds (2.48)

6n r Bnr

1 ejkr
= cos(, ?)( k- —) , (2.47)
r r

13



tento vztah lze upravit pomoci vyrazu (2.41) na tvar:

| oU oG
UPy) = o f f (%G _ U%)ds, (2.49)
S

ktery vyuZijeme pro odvozeni Rayleigh-Sommerfeldova difrakéniho integrélu.
Podrobnéjsi odvozeni Helmholtz-Kirchhoffovy integralni véty Ize nalézt v [1].

2.6 Rayleigh-Sommerfelduv difrakcni integral

Obrazek 2.2: Povrch a body pro odvozeni Rayleigh-Sommerfeldova difrak¢éniho integralu

Rayleigh-Sommerfeldovo feSeni difrakéniho integralu bylo snahou eliminovat
vSechny nesrovnalosti, které se objevily ve Fresnel-Kirchhoffové difrakénim integralu,
kterym se viak v této praci nebudeme zabyvat, jelikoZ pro nds neni potfebny. Ctendf si jej
miuZe prostudovat v [1]. Sommerfeld predpokladal, Ze komplexni funkce G, kterd vystu-
puje v Helmholtz-Kirchhorffové integralni vété, neni generovana pouze zdrojem umisté-
nym v bod& Py, ale je generovdna i zdrojem umisténym v bod& Py, ktery je zrcadlovym
obrazem bodu P, podle roviny clony, viz obr. 2.2, a ktery ma stejnou vinovou délku A.
Déle predpokléadal, Ze tyto dva zdroje osciluji s fizovym rozdilem 180°. Greenova funkce
bude v tomto pfipadé ddna nasledujicim vztahem:

Jkr Jk7
G.(P)="— -5 (2.50)
r 7
a jeji derivace podle vnéjsi normaly bude:
0G_ 1\e* > 1\e/
%= (py) = cos(i, ?)( k- —)e — cos(@, 7»)( k- :)‘i @2.51)
on rlr
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Pro bod Py, ktery bude leZet na ploSe S ;, viz obr. 2.2, bude platit:

ZOS(;, 7) = —cos(it, 7), (2.52)
¢imZ se ndm vztahy (2.50) a (2.51) zjednodu$si na rovnosti:
G_(P)=0 |

&(Pl) = 2 cos(7, 7)( k- l)e”"_ (2.53)

Kromé tohoto feSeni nalezl Sommerfeld jeSté druhé feSeni Greenovy funkce, které je pro
ptipad, kdy body osciluji ve fizi:

Jkr Jk7
G.(Py) = i~ e~ , (2.54)
r r

pro toto feseni bude derivace Greenovy funkce podle vn€js$i normély nasledujici:

0G_ 1\e/*r 2 1\e/*
(P = cos(i, F)( k- —)e + cos(, ?)( k- t)e~ . (2.55)
r r
Pro bod Py, ktery lezi na plose S |, opét pouZijeme vztahy (2.52), ¢imZ ndm rovnice (2.54)
a (2.55) ptejdou na:
Jkr
G.(P) =2 (2.56)
r
0G_ :
_(Pl) =

Nyni jiz mtzeme vyslovit Rayleigh-Sommerfeldova fesent, kterd ziskdme dvé. Prvni
dostaneme po dosazeni vztahi (2.53) do rovnice (2.49), timto feSenim je:

1 1 Jkr
Ui(Po) = —5- f f U(Pl)(jk—;)er cos(#, P)ds. 2.57)
>

Druhé feSeni dostaneme dosazenim (2.56) do rovnice (2.49), ¢imz ziskame:
oU(P ) efk’
Un(Py) = f f 1 (2.58)

Poznamenejme jesté, Ze pro r > A se ve vztahu (2.57) Casto zanedbava Clen 1/r. Vice
o této aproximace lze nalézt v [1].

2.7 Uhlové spektrum

Pro thlové spektrum budeme uvaZovat kulovou vlnoplochu, jeZ se neomezené Siii pro-
storem, ve kterém je homogenni izotropni prostfedi, coZ ma za disledek, Ze nam v neko-
necnu tato vinoplocha prejde na vinoplochu rovinnou, ktera je ddna konstantni hodnotou
amplitudy, frekvence, pocatecni faze a vinového vektoru a je popsdna vztahem:

U(7) = Uy &7, (2.59)
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kde U, je amplituda, 7 = (x,y,z) je vektor uddvajici pozici bodu a K je vlnovy vektor,
ktery je kolmy na vlnoplochy a jeho velikost je k = 27r/A, kde A je vinova délka viny.

Hodnoty amplitud v jednotlivych bodech vysledného pole budou vyjadieny jako sou-
et vSech prispévkl od rovinnych vinoploch, které se Sifi prostorem v riznych smérech a
dopadaji na vyslednou rovinu.

Budeme predpoklddat, Ze madme ddno komplexni pole, které je umisténé v souradné
roviné xy, tzn. plati z = 0, a Ze je tato rovina reprezentovana pomoci U(x, y, 0). Takto na-
definované pole budeme nazyvat zdrojovou rovinou. Nasim kone¢nym cilem je vypocitat
propagaci svétla v kladném sméru osy z na vysledné pole U(x,y, z), které je rovnobézné
se zdrojovou rovinou a je ve vzdélenosti z napravo od této roviny.

Nejdiive si vyjadiime dopfednou Fourierovu transformaci funkce U v roviné z = 0
(Fourierovou transformaci se budeme vice zabyvat v ndsledujici kapitole):

MﬁJMD=ITU@%®€m%WMM®, (2.60)

kde A(f. fy,0) je uhlové spektrum funkce U(x,y,0) a f; a f, jsou prostorové frekvence.
Fourierova transformace mtize byt povaZovana za operaci, ktera rozloZi slozité funkce na
soubor jednodussich funkci popsanych komplexni exponencidlou. Déle si zadefinujeme
vztah pro vypocet U, coz ziskdme pomoci inverzni Fourierovy transformace uhlového
spektra:

Um%m:lfm@ﬁﬁwWM%%ym. (2.61)

A
X

cos7L(a) k

cos™*(v)
z
>
cos~H(pB)
Yy

Obrézek 2.3: Vlnovy vektor k

Nyni se pokusime o popsani fyzikdlniho vyznamu funkce, kterd se nachazi v inte-
grandu vySe uvedeného vztahu. Jak uz jsme uvedli diive, budeme uvaZovat rovinnou
vlnoplochu s vlnovym vektorem k, tento vektor m4 smér uréen uhly smérovych kosind
K= 2n/A(a, B,7), coZ jsou uhly mezi vinovym vektorem a jednotlivymi soufadnicovymi
osami, jak je zobrazeno na obr. 2.3. Pokud si ozna¢ime symbolem " jednotkové vektory ve
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sméru prislusné osy, pak miZeme vlnovy a pozi¢ni vektor zapsat nasledujicim zptisobem:

- 2 n R R
]i: T(CYX +ﬂy + VZ), (262)

F=(xx+yy+22).
Pokud nyni dosadime do vztahu (2.59) ze vztahti (2.62) a zvolime U, = 1 dostaneme:
U(x,y,2) = e/ T8 e/, (2.63)
Poznamenejme, Ze smérové kosiny jsou mezi sebou vzdjemné propojené vztahem:
y=+1-a?-p. (2.64)

Pokud budeme opét uvazovat, Ze zdrojova rovina je z = 0, pak komplexni exponenci-
4lnf funkce e/#*U***/”) miize byt povaZovana za reprezentaci rovinné viny propagované ve
sméru uréeném smérovymi kosiny a mezi smérovymi kosiny a prostorovymi frekvencemi
budou platit nasledujici vztahy:

o= 1f. =21, y= 1= = Af)2. (2.65)
Pomoci téchto vztahii miiZzeme prepsat rovnici pro thlové spektrum (2.60) na tvar:
a B —j2n(2x+By)
A(Z, : o) = ([ Ux,y,00e 2+ dxdy, (2.66)

Urcovat thlové spektrum pomoci smérovych kosinti v§ak nenf pfili§ vhodné, a proto za-
staneme u vyjadieni pomoci prostorovych frekvenci f; a f,.

2.7.1 Propagace thlového spektra

Vezméme si thlové spektrum funkce U, kterd popisuje rovinu rovnobéznou se soufad-
nicovou rovinou xy umisténou ve vzdalenosti z. Funkce A(f,, f;,z) bude reprezentovat
uhlové spektrum funkce U(x,y, z), tzn. plati:

A(fy, fy,2) = f f U(x,y,z) e /Ui dxdy, (2.67)

Nyni potfebujeme najit vztah mezi A(f,, fy,0) a A(fs, fy,2). K tomu pouZijeme rovnost
popisujici funkci U pomoci thlového spektra:

Ulx,y,2) = f f A(for fpr 2) @SHIDAS A, (2.68)

Kromé toho musi U, jelikoZ popisuje rovinnou vlnoplochu, spliiovat pro vSechny body
plochy Helmholtzovu rovnici (2.21). Pokud tedy provedeme substituci (2.68) do (2.21)
zjistime, Ze A mus{ spliiovat ndsledujici diferencidlni rovnici:

i 2m\? 5 5

a—ZZA(fx,fy,z) + (7) [1 = ()" = A IA(fx fi,2) = 0. (2.69)
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ReSenim této diferencidlni rovnice je vyraz:

Afor fr2) = Afrr f, 0) P2FNAFR (2.70)

Nyni se zaméifime na definovani podminek pro vyraz, ktery se v pfedchozim vztahu na-
chdzi pod odmocninou. Pokud bude platit:

fo+fr<a”, 2.71)

pak hodnota vyrazu pod odmocninou ve vztahu (2.70) vyjde kladnd a s prispévkem od
této viny mé smysl pocitat. V pripadé, Ze bude platit:

fo+fi>a7, (2.72)

bude hodnota vyrazu pod odmocninou ve vztahu (2.70) zdpornd, ¢imZz dojde k tomu,
Ze propagovand vlna bude evanescentni, tzn. jeji ucinky budou rychle zmirnény, a pro
vzdélenosti, se kterymi budeme pracovat, do vysledku ni¢im nepfispéje, a proto pro tyto
hodnoty prostorovych frekvenci budeme definovat A(f;, f;,z) = 0. Po tomto rozboru, si
zadefinujeme funkci, kterd bude spliiovat shrnuté poznatky:

2z 42— f2—f2 2 2 -2
H(fo f;) = { e C St )y <A (2.73)
0 jinak
a nyni jiZ miiZeme zapsat vztah pro funkci U(x, y, z):
U(x,y,2) = f f A(for £, OH(fo, ;) €A f A, (2.74)

Podrobnéjsi odvozeni, které je provedeno pomoci smérovych kosinil misto prostorovych
frekvenci l1ze nalézt v [1].

2.7.2 Rotace ihlovym spektrem

Vlnoplochy jsou popsané vlnovym vektorem, jehoZ velikost je konstantni a komplexn{
amplitudou. Pfi rotaci dhlovym spektrem dochézi k rotaci vlnoplochy, ktera ale zacho-
vava komplexni amplitudu. Jinak lze tuto trasformaci popsat jako zobrazeni zdrojové ro-
viny na rovinu, kterd je popsand pomoci roviny zdrojové a rota¢ni matice. Pokud budeme
uvazovat, Ze ob¢€ roviny prochdzi po¢atkem souradnic, pak bude platit:

7 = Rit, (2.75)

kde 7, je normalovy vektor cilové roviny, 7. je normélovy vektor zdrojové roviny a R je
ortonormalni matice. Nyni miZeme tedy popsat i vztahy mezi vinovymi vektory jednot-
livych bodi v téchto rovindch:

k= RE (2.76)

S
kde vektor k popisuje vinovy vektor v cilové roviné a K vektor v roviné zdrojové.

Z uvedenych vztahl tedy plyne, Ze pokud chceme znat optické pole ve zrotované
roviné, tak pfifadime kazdé komplexni amplitudé novy smérovy vektor podle rovnice
(2.76). Ekvivalentni k tomuto vztahu je, Ze kaZzdému vinovému vektoru z cilové roviny
ptifadime komplexni amplitudu, kterd ndleZi tomuto vektoru v roviné zdrojové.
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3 Spolecny numericky aparat

3.1 Fourierova transformace

Fourierova transformace je matematickd metoda, kterd slouzi k prevodu signilu do du-
alntho prostoru, ktery je vhodny k pochopeni nékterych jevi a vlastnosti a navic zjed-
nodusuje nékteré operace se signdlem. Tato transformace tedy slouZi pro pfevod signélu
reprezentovaného v prostorové (Casové) oblasti do reprezentace v oblasti frekvencni. Po-
znamenejme, Ze prostorové (Casovd) oblast je ta, ve které je objekt reprezentovan tak,
jak jej zname, a ve frekvencni oblasti je reprezentovan pomoci Fourierova obrazu. Tato
reprezentace je obecné slozenim nekonecné mnoha sinusovych signalt s riznou amplitu-
dou a riiznym fazovym posunem. Pfevadény signdl miiZze byt zadan ve spojité ¢i diskrétni
podobé.

Fourierova transformace je také vyrazné pouzivédna pro aproximaci mnohych fyzikal-
nich jevl. V optice se jednd napriklad o jevy difrakce ve Fraunhofferové ¢i Fresnelové
aproximaci.

3.1.1 Spojita Fourierova transformace

Spojita Fourierova transformace slouZi pro prevod spojitého signdlu mezi casovou a frek-
vencni oblasti. Pro prevod signélu z ¢asové oblasti do oblasti frekvenéni slouzi dopfednd
Fourierova transformace, pro opacny pievod je definovdna zpétna (inverzni) Fourierova
transformace, kterd je inverzni operaci k doptfedné Fourierové transformaci.

Predpokladejme, Ze g(x,y) je komplexni funkce na oblasti redlného prostoru (x,y),
ktera je aZ na konecny pocet bodu nespojitosti spojitd na kazdé kone¢né 2D oblasti a je
absolutnég integrovatelnd, tzn. plati:

f lg(x, y)ldxdy < oo 3.1

Potom dvourozmérnou dopfednou Fourierovou transformaci funkce g(x,y) nazveme
funkci:

Flo(ry)) = G(fur £) = f f o(x, e PrI g xdy, (3.2)

kde G je Fourieriv obraz funkce g, ktery je téZ nazyvan spektralni funkce signdlu ¢i spek-
trum a f;, f;, jsou prostorové frekvence. Pro zpétnou (inverzni) Fourierovu transformaci
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funkce G(f, fy) poté plati vztah:

UG f) = grsy) = f f G(for ) D0 £, (33)

3.1.2 Diskrétni Fourierova transformace

Pti diskrétni Fourierové transformaci (DFT) dochdzi k totdlni diskretizaci, kdy zcela vzor-
kujeme signdl i jeho spektrum kone¢nou hodnotou a koneénym poctem vzorki. Této
transformace je vyuZivano v pripadé pocitacového zpracovani signalli, kdy mame k dispo-
zici pouze vzorky funkce g(x,y). Diskrétni Fourierovu transformaci ziskdme formalnim
nahrazenim integralu integralnim souctem s délenim odpovidajicim periodé¢ vzorkovani.
Defini¢ni vztah pro dvourozmérnou konecnou doprednou diskrétni Fourierovu transfor-
maci je:

M-1 N-1
DFT(glp, q1) = Glm,n] = Z Zg p.gle P, (34)
p=0 g=

kde M x N znamend velikost obrazu.
Vztah pro dvourozmérnou konecnou zpétnou (inverzni) diskrétni Fourierovu transfor-
maci je definovén:

M-1 N-

—_

1

= Glm, n]e’> i+, (3.5)

IDFT(G[m,n]) = g[p,ql =

=

m=0 n=0

I v tomto vztahu je M X N velikost obrazu.

3.1.3 Charakteristika Fourierova obrazu

V této Casti si odvodime vztah pro amplitudové a fazové spektrum. Pro jednoduchost,
provedeme toto odvozeni pro jednodimenziondlni pripad.

Fourierova transformace provede dekompozici pivodni funkce g(x) na sinusové
funkce s riznou amplitudou a riznym fazovym posunem. Pokud si uvédomime, Ze plati
Eulerova formule:

e/ = cos(2nfx) + sin(27fx), (3.6)

miZeme nadefinovat dva pojmy, které charakterizuji obraz. Méjme dan bod o soutadni-
cich f = Re(f) + j Im(f) komplexniho Fourierova obrazu. Jeho redlnou ¢ast budeme
znacit Re(f) a imagindrni Im(f). Jako amplitudové spektrum funkce G(f) pak budeme
znacit |G(f)| a bude platit:

IG()l = VREA(f) + Im*(f). (3.7)

F4azovym spektrem poté bude funkce:

(3.8)

@(f) = arctan (Re(f) )

Im(f))

Z amplitudového spektra zjistime velikost jednotlivych frekvenci a z fazového spektra
ur¢ime jejich posuny.
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Obrazek 3.1: Funkce f(x) Obréazek 3.2: Cast amplitudového spektra

|F(u)| funkce f(x) viz obr. 3.1
3.2 Konvoluce

Konvoluce je matematickd operace oznacovand operdtorem *, kterd zpracuje dvé funkce,
jejichz vysledkem bude funkce treti.

3.2.1 Spojita konvoluce

Dvourozmérna konvolu¢ni funkce (konvoluce) funkci f(x,y) a g(x,y) je:

FOny) % gr,y) = f f (& mgx — £,y — pdédn, (3.9)

kde se funkci g(x, y) fika konvolucni jadro a Ize jej pfirovnat k oknu posouvajicimu se po
obraze. Hodnotami konvolu¢niho jadra je uréen zptisob vypoctu nového pixelu.

3.2.2 Diskrétni konvoluce

Pfi pocitacovém zpracovani opét potfebujeme pouzivat diskrétni pristup. Proto si nade-

finujeme diskrétni konvoluci, ve které opét zaménime integraly za integrilni soucty. Pro
2D konvoluci pak dostaneme vztah:

k k
flp.ql % glp.gl = > D, flp.qlglx—p.y -,

x=—k y=—k

(3.10)

kde g[p,q] je konvoluc¢ni jadro. V piipadé diskrétni konvoluce Ize jadro chdpat jako ta-
bulku (konvolu¢ni masku) o rozmérech (—k, k) X (—k, k). Tuto tabulku poloZime na pfi-
slu§$né misto obrazu a kazdy bod prekryty tabulkou vyndsobime koeficientem v piisluSné

burice. Nakonec provedeme soucet téchto hodnot, a tim dostame novou hodnotu jednoho
bodu. Podrobnéjsi popis viz [2].
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3.3 Teorémy Fourierovy transformace

Fourierova transformace ma fadu vlastnosti, které jsou popsané formou teorémil - vét.
My si zde uvedeme pouze ty, které budeme dale potiebovat. Uplné znéni vSech teorémi
je uvedeno v [5] nebo [1].

3.3.1 Konvolucni teorém

Je-li Fourierovou transformaci funkce f(x,y) funkce F(f,f,) a transformaci g(x,y)
funkce G(f, fy) a operdtor x oznacuje konvoluci, pak pro spojity pifpad plati ndsledu-
jici vztahy:
FAfC,y) * g, »} = F(fx, /) G(fv, /),
FHF(for ) % G(for )} = f(x,9) g(x,).
Pokud se zabyvame diskrétnim pripadem, kdy Fourierovou transformaci funkce g[p, q] je

funkce G[m, n] a transformaci funkce f[p, q] je F[m,n], pak jsou vztahy pro konvolu¢ni
teorém nasledujici:

(3.11)

DFT{f[p,ql * glp,ql} = F[m,n] G[m,n],

IDFT(F[m, n] * Glm,nl} = MN fIp,q) glp,ql, G.12)

kde M a N jsou rozméry matice, ve které jsou zaznamendny hodnoty vzorkd.

3.3.2 Teorém translace

Je-li Fourierovou transformaci funkce g(x,y) funkce G(fs, f,) a 81, B2 jsou obecné kom-
plexni konstanty, pak pro spojity pfipad plati ndsledujici vztahy:

Flg(x =1,y = B2)) = G(f, f) e/ B1xtPah)

F UG = B, f, — B} = g(x, y) e/ Frxthay), (3.13)

Pokud se zabyvame diskrétnim pfipadem, kdy Fourierovou transformaci funkce g[p, ¢] je
funkce G[m, n] a j, k jsou redlné konstanty, pak jsou vztahy pro teorém translace nasledu-
jict:

DFT{g[p — j.q — k]} = G[m,n] &>/,

IDFT{G[m — j,n — kl} = glp, q] e’"0r+ko. (3.14)

Ze vztaht (3.13) a (3.14) je vidét, ze fourierovsky obraz je invariantni vici translaci pred-
lohy aZ na fazovy faktor.

3.4 Vzorkovani

JelikoZ pii pocitacovém zpracovani mame pouze vzorky funkce komplexni amplitudy a
ne jeji celou spojitou podobu, potfebujeme ve vSech metodédch s vypoCty pracovat v dis-
krétni podobé. Toho docilime tak, Ze si ekvidistantné rozdélime obé roviny, a to zdrojovou
rovinu na M, X M, elementi a cilovou na N, X N, elementd, pficemZ vzdalenost vzorki
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bude v obou rozmérech Ax. Po této upravé bude kazdy bod zdrojové roviny popsan hod-
notou U 4,[p,ql, kde 0 < p <M, -1a0 < g < M, - 1, body cilové roviny budou mit
hodnotu Uy[m,n],kde 0 <m < Ny,—1a0 <n <N, - 1, atyto hodnoty budeme pro obé
roviny usporadavat do matice.

Nyni potfebujeme urcit, jak velky ma byt vzorek, abychom dostali vysledek, na ktery
nema vliv diskretizace. Jak je popsédno v [7], jestlize ndm to vypocetni prostiedky dovoli,
méli bychom mit vzdalenost vzorkd 4/2, abychom dostali co nejvice presny vysledek. Po-
kud bychom vzorkovali vétsi hodnotou, ztraceli bychom vyhody plné skalarni difrakce.
Kdyz budeme vzorkovat mensi hodnotou, pak budou nékteré vzorky ve vystupni roviné
obsahovat hodnoty, které nejsou korektni. Navic pfi vzorkovani hodnotou 1/2 je garanto-
véano, Ze vypocet thlového spektra rovinné vlny bude sloZen z rovinnych vin, které maji
rozpéti thlt od 90° do —90° vzhledem k ose z.

Velikost vzorku ma také u propagace pomoci thlového spektra vliv na vzdalenost
rovin, ve které jsou vysledky nejpresnéjsi, jak je popsano v [12]:
N(Ax)?

T

z< (3.15)
kde z je vzdalenost rovin, Ax je velikost vzorku a N je velikost vstupniho a vystupniho
pole, pro jednoduchost je zde uvaZzovano, Ze jsou pole Ctvercova a ob€ maji stejnou ve-
likost periody. V ptipadé, kdy plati uvedeny vztah, nedochézi k ovlivnéni vystupu perio-
di¢nosti.
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4 Metody Sireni koherentniho svétla

4.1 Propagace Rayleigh-Sommerfeldovym integralem

mezi rovnobéZznymi rovinami

o] y
a a
"]
[55”701/ [I,y7Z]
o= r
€ X

A 4
N

Obrazek 4.1: Umisténi soufadného systému a bodid pro propagaci Rayleigh-

Sommerfeldovym integralem

Nasim ukolem je propagovat svétlo mezi dvéma rovnobéznymi rovinami pomoci
Rayleigh-Sommerfeldova difrakéniho integralu. Souradny systém si umistime tak, Ze obé
roviny jsou kolmé na osu z, zdrojova rovina je umisténa v roviné £u a jeji analytické vy-
jadreni je z = 0 a cilova rovina je umisténa v roviné xy, kterd je ve vzdélenosti z od zdro-
jové roviny. Nyni jsme si zadefinovali vS§echny predpoklady a mizeme si upravit prvni
Railegh-Sommerfeldovo feSeni (2.57) pro nasi situaci. V tomto feSeni se nachdzi hodnota
kosinu thlu mezi vné&j§im normélovym vektorem # a vektorem 7, jehoZ pocate¢ni bod P,
je umistén ve zdrojové roviné a koncovy bod P leZzi v roviné cilové, viz obr. 4.1. V naSem
ptipadée bude pro tyto dva vektory platit:

i=(0,0,1)
F=(x—-&y—u,2) 4.1)
r= -2+ (- + 2
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Kosinus thlu mezi vektory se vypocitd pomoci nésledujiciho vztahu:

in-7
cos(it, F) = ———. (4.2)
Nl - 117
Pokud do tohoto vztahu dosadime nase hodnoty, vyjde nam:
, Z
cos(ii, ) = = 4.3)
r

tuto hodnotu nakonec dosadime do vztahu (2.57), ¢imZ dostaneme tvar Rayleigh-
Sommerfeldova difrakéniho integrélu, ktery budeme pouZzivat v dané metodé:

1\e/* 7
Ux,y.2) = —— f f U, 11,0) k——)——dfd,u 4.4)

Jak jiZ bylo feCeno v tvodu, v linedrni optice pfedpokladame, Ze se svételné zdroje
navzdjem neovliviiuji, ale kazdy bod v cilové roving je ovlivnén v§emi body v roviné zdro-
jové. JelikozZ predpoklddame skaldrni aproximaci koherentniho svétla, svételné zdroje 1ze
popsat pomoci amplitudy a faze, z ¢ehoZ plyne, Ze propagace svétla zptisobi zménu faze
a amplitudy, coz lze popsat tak, Ze amplitudu prendsobime komplexnim ¢islem c. Jelikoz
plati, Ze propagace svétla nezdvisi na absolutni pozici v prostoru, ale pouze na vzajemné
poloze bodii zdrojové a cilové roviny, miZeme vypocet provést pomoci konvoluce (3.9).
Z toho plyne, Ze vztah pro vypocet Rayleigh-Sommerfeldova integrilu (4.4) 1ze zapsat
také ve formé konvoluce:

U(x,y,z) = U(x,y,0) x

1 ejk\/m
) 4.5)

Va2 +y? + 22

c(x.y)

(-
27'('] X2+ y?+ 722

kde vyraz c(x, y) (na pravé stran¢ od operatoru konvoluce %) je konvolucni jadro, z v tomto
vztahu vystupuje pouze jako konstanta.

Jak jiz bylo feCeno v sekci 3.4, pro pocitacové zpracovani potfebujeme pracovat s dis-
krétni podobou. V uvedené ¢ésti textu také zjistime, jak je provedeno d€leni zdrojové a
cilové roviny. Pro vypocet komplexnich amplitud vSech bodi v cilové roviné, potfebu-
jeme jesté znat hodnoty konvolu¢niho jadra c[m — p,n — q], kde (m, n) je pozice v matici
reprezentujici cilovou rovinu a (p, g) je pozice v matici pro zdrojovou rovinu, tzn. musi
platit -(My, - 1) < m-p < Ny-la-(M,-1) <n-q < N, -1, z ¢ehoZ dosta-
neme, Ze velikost matice konvolu¢niho jddra bude (M, + N, — 1) X (M, + N, — 1). Pro
vypocet téchto hodnot se budeme snazit pouZit nejjednodussi zptsob, kterym je prosty
vypocet vyrazu c(x,y) ze vztahu (4.5) pro konkrétni hodnoty x a y, hodnota z je, jak zde
JiZ bylo feceno, konstantni po celou dobu vypoctu. Jelikoz vypocet komplexnich ampli-
tud v cilové roviné bude probihat pomoci slozkového ndsobeni matic, jak se dozvime za
okamZik, musime zvétSit matice popisujici zdrojové a cilové pole na stejnou velikost jako
je velikost matice jadra konvoluce. V matici zdrojového pole navic doplnime na vSechny
pridané pozice hodnotu 0. Pro ndzornost si zde zobrazime schéma, podle kterého jsou
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hodnoty zapisovdany do matice:

0,0 (N, -1,0) (1-M,,0) (-1,0)

O.1) - (Ne-LD | (I-M.1) - (-L1)
ON~1) o (Nem LNy = 1) | (1= Mo Ny = 1) o (=N, 1) we)
(0,1—My) (Nx—l,l—My) (1—Mx,1—My) -ee (1,1 = y) ’ ’
0,2-M) - (Ny—1,2-M,) | (1-M.2-M,) (-1,2 - M,)

O=1) oo (NemL=D) | (I=Mu=D) - (=L=1)

kde jsou jednotlivé polozky realizovdny vektory (x, y), pficemZ hodnoty proménnych x, y
udavaji pocet bodu.

Nyni jiZ zndme vSe potiebné pro vypocet komplexnich amplitud v kazdém bodé cilové
roviny. Vztah pro tento vypocet je:

Uei = IDFT{DFT{U.4,,;} o DFT{c}}, (4.7)

kde U,; je komplexni amplituda bodd v cilové roving, U_,,,; je komplexni amplituda bodi
ve zdrojové roviné, ¢ je jadro konvoluce a o je Hadamardlv soucin, tzn. ndsobeni dvou
matic po slozkach.

Poznamenejme jesté, Ze jind moznost, jak provést tuto metodu, je upravit vztah (4.4)
do jeho diskrétni podoby, coZ by se provedlo formalnim nahrazenim integralu integralnim
souctem. Nicméné by se pak hodnota kazdého bodu v cilové roviné pocitala jako soucet

prirtistkd od vSech bodl roviny zdrojové, ¢imZ by vypocetni sloZitost této metody byla
fadové O(N*), coz zpisobuje nepouZitelnost této metody v praxi.

4.2 Propagace uhlovym spektrem mezi rovnobéZnymi

rovinami

Tato metoda m4 za ukol propagaci svétla mezi dvéma rovnob€Znymi rovinami pomoci
thlového spektra. Soufadny systém si umistime tak, Ze obé roviny budou kolmé k ose
z, zdrojova rovina bude umisténa v roviné xy, tzn. jeji analytické vyjadieni je z = 0, a
cilové rovina bude umisténa ve vzdélenosti z od roviny zdrojové. StéZejnim vztahem této
metody bude vztah (2.74). Tento vztah lze s pouzitim vztahii (2.60), (3.2) a (3.3) prepsat
na tvar:

Ux,y,2) = F{FUCxy, OVH(f, )}, kde

HGf fy = 4 &PV e e (*8)
Y 0 jinak

Pokud vyraz, na ktery aplikujeme inverzni Fourierovu transformaci, porovname se vztahy
pro konvolucni teorém (3.11), zjistime, Ze se jedna o konvoluci dvou funkci, z nichZ prvni
funkci je komplexni amplituda U(x,y,0) a jadrem této konvoluce je funkce h(x,y) =

HH(fw f))-
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Kromé toho jsme tu jiZz nékolikrat zminili, Ze potfebujeme pracovat s diskrétni podo-
bou, z toho plyne, Ze opét potfebujeme navzorkovat zdrojovou a cilovou rovinu, postup
vzorkovani je uveden v sekci 3.4. Dale potiebujeme urcit, kolik hodnot musi obsahovat
matice jadra konvoluce, tj. jakd je jeji velikost, abychom byli schopni vypocitat hodnoty
komplexnich amplitud vSech bodi v cilové roviné. Pro vypocet hodnot potiebujeme znat
C¢isla h[m — p,n — q], kde (m, n) je pozice v matici reprezentujici cilovou rovinu a (p, q) je
pozice v matici pro zdrojovou rovinu, z toho plyne, zZe plati -(M, - 1) <m—-p < N,—-1a
~(M,-1)<n-¢q<N,-1,tzn. mdme (M, + Ny — 1) X (M, + N, — 1) riznych elementi.
A jelikoZ pro konvoluci potfebujeme, aby mély matice stejné rozméry, opét provedeme
zvétSeni matic reprezentujici roviny na rozmér matice jadra a matici pro zdrojovou ro-
vinu doplnime nulami. Nyni jeSté potfebuje upravit vztah (4.8) do jeho diskrétni podoby
a potfebujeme urcit vztahy pro vypocet prostorovych frekvenci.

Diskétni podobu uvedené rovnice uréime jednoduse. Sta¢i pouze zaménit spojité Fou-
rierovy transformace za jejich diskrétni podoby a spojité funkce nahradit jejich maticovou
reprezentaci:

Ueit = IDFT{DFT{U.41,;} © H, (4.9)

kde U,; je komplexni amplituda bodd v cilové roving, U_,,,; je komplexni amplituda bodi
ve zdrojové roving, H je jadro konvoluce a o zna¢i ndsobeni matic po slozkéch.

Nyni odvodime vztahy pro vypocet prostorovych frekvenci. Toto odvozeni provedeme
porovndnim spojité a diskrétni Fourierovy transformace, konkrétné porovnidnim expo-
nenti komplexnich exponencial:

f -
Xfy = ——
MX + NX - 1 (4.10)
_ mp
Y= N ST
apro x ay plati:
X = gAx y = pAx, (4.11)
pokud navic budeme uvazovat nasledujici usporadani vzorkli v matici:
M, + N, M, + N,
O<m<—2 | ———2 <m<0
2 2
M, + N, M,+ N,
0<n< — 0<n< —
, (4.12)
M, + N, M, + N,
0<m< - <m<0
2 2
M, + N, M, + N,
—% <n<0 —% <n<0
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dostaneme pro prostorové frekvence tyto vztahy:

n 0 < <Mx+Nx
n —
o] QL+ N=DAx = 2
1 M,+N,
(ﬁ_l)A_ ;Sl’l<(Mx+Nx—l)
(M;+N,—1) x (4.13)
M
£ | OGN DA 2
v =
m I M,+N,
(m-l)g Sm<(My+Ny—1)

4.3 Propagace referencni metodou mezi ruznobézZnymi

rovinami

—
«

w

|

o

w

w
Y

Obrazek 4.2: Umisténi souradného systému pro referencni metodu

V této ¢asti je naSim tkolem propagovat svétlo mezi dvéma rliznobéZnymi rovinami
pomoci ndmi navrzené referencni metody. Reseni, které jsme navrhli, bude pouZivat me-
todu propagace pomoci Rayleigh-Sommerfeldova integrdlu mezi rovnobéZnymi rovinami
viz sekce 4.1. Nejdiive si umistime souradny systém tak, Ze zdrojova rovina bude leZet
v roviné &u, bude kolmd k ose z a jeji analytické vyjadreni bude z = 0. Cilovd rovina bude
rotovana kolem osy x, pficemz s osou y bude svirat thel & a vzdalenost pocatka roviny
&u aroviny xy bude z. Toto rozloZeni si mizete téZ prohlédnout na obr. 4.2.

Nyni se zaneme zabyvat vypoctem. Jak jiZ bylo nastinéno na zacatku této sekce,
budeme pro vypocet pouzivat metodu Sifeni pomoci Rayleigh-Sommerfeldova integralu.
Odvozeni vypoctu této metody pro diskrétni pristup jiz bylo provedeno v sekci 4.1, takze
naSim tkolem je v této Casti vysvétlit, jak tuto metodu pouZit, aby jsme docilili poZadova-
ného vysledku. Princip je takovy, Ze budeme zdrojovou rovinu o velikosti M, x M, vzorkd
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§ifit na systém pomocnych rovin s ni rovnobéznych, které budou mit v po¢tech vzorki ve-
likost 1 X N,, jejich vzdalenost od zdrojové roviny bude z + mAx sin(a@), kde pro m plati
0 < m < M,, a tyto pomocné roviny budou prochizet vzdy m-tym ,fadkem“vzorki ve
sméru osy y. Dale pfi vypoctu jadra konvoluce musime provadét korekci y-ové slozky
prictenim hodnoty mAx cos a. Po kazdé propagaci zkopirujeme hodnoty v nultém faddku
matice popisujici pomocnou rovinu do m-tého fadku matice reprezentujici rovinu cilovou.

Tato metoda navraci presné vysledky propagace svétla, nicméné ma velkou vypocetni
sloZitost, kter4 je asymptoticky O(N? log N), a umoZiiuje po&itat propagaci pouze pro ci-
lovou rovinu, ktera je rotovana jen podle jedné osy. Proto tedy slouZi pouze pro ziskéani
referencnich vysledkl a pro praxi se pouziva rychla metoda, ktera bude popsana v nasle-
dujici sekci.

4.4 Propagace rychlou metodou mezi riznobéznymi ro-

vinami

Rychld metoda slouzi k propagaci svétla mezi dvéma rovinami, které maji vii¢i sobé obec-
nou polohu. Refenim propagace svétla touto metodou se zabyvalo nékolik autord, kte¥{
o ni vydali ¢lanky [6], [7], [8], [9], [10], [11], [12]. Tyto prace se 1isi v nékolika skutec-
nostech. Autofi napfiiklad rizné interpretuji hodnotu komplexni amplitudy ve vysledné
roviné pro pripad, kdy vektor prostorovych frekvenci, jehoZ z-ov4 slozka je kladnd a od-
povida bodu v cilové rovin€, ma pfi vypoctu rotace pfifazen obraz z roviny pfed rotaci,
jehoz z-ové slozka vychazi zaporné. Zatimco [11] uvadi, ze v takovém piipade bude kom-
plexni amplituda rovna 0, v ostatnich zdrojich neni takovy pfedpoklad uveden a jedina
podminka na z-ovou slozku je, aby se nejednalo o komplexni Cislo, jelikoZ v takovém pfi-
padé by vznikala evanescentni vlna, se kterou nema vyznam operovat. V ¢lancich [6], [8],
[9], [10] je feSeno zachovéni celkové energie viny béhem propagace, coZ ostatni autofi
neuvazuji. Jinak jsou metody postupem srovnatelné.

Nyni si popiSeme, jak je propagace touto metodou fesena. Jako vzdy si nejprve umis-
time soufadny systém, ten bude umistén stejnym zpisobem jako pro feSeni referencni
metodou viz. sekce 4.3. Dulezitou roli v této metod€ bude hrat inverzni rotacni matice,
kterd je ddna nasledovné:

a, dy as
R_1 =las as ag|, (414)

ar dag dy
P1i rotaci thlového spektra je naSim cilem provést rotaci kolem stfedu roviny a priradit
kazdému vektoru prostorovych frekvenci ve zrotované roviné komplexni amplitudu, ktera

je spojena s obrazem tohoto vektoru v roviné pred provedenim rotace. Vztah mezi témito
vektory je popsdn pomoci rovnice:

F=R'f (4.15)

Musime si opét uvédomit, Ze potiebujeme pracovat s diskrétni podobou, tudiZ provedeme
vzorkovani zdrojové a cilové roviny tak, jak je uvedeno v sekci 3.4. Abychom mohli al-
goritmus pro rotaci thlového spektra pouZit, musime si uvédomit, Ze je potfeba vyfesit
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nékolik problémil. Témi jsou: rotace je implicitné provadéna kolem pocatku a ne kolem
sttedu, navic se jednd o nelinedrni transformaci, coZ je potfeba zohlednit pfi vypoctu Fou-
rierovy transformace. Pfi diskretizaci rotace thlovym spektrem se pridavaji navic dalsi
problémy, jakymi jsou hleddni obrazu vektoru prostorovych frekvenci, protoze je mini-
malni pravdépodobnost, Ze vektor vypocitany pomoci vztahu (4.15) se bude shodovat
s nékterym z vektortl, které reprezentuji rovinu prfed rotaci, a nekonzistence energetic-
kych pfispévki jednotlivych vzorkl z divodu reprezentace tfirozmérného prostoru po-
moci dvourozmérné roviny. Proto si musime nejprve pripravit nékolik aparati, které nim
umozni popsat detailné€ji postup algoritmu rychlé metody.

4.4.1 Bilinearni interpolace hodnot

JelikoZ nemédme spojitou funkci komplexni amplitudy, ale mame tuto funkci pouze na-
vzorkovanou a popsanou matici popf. tabulkou, musime jako vektory prostorovych frek-
venci, pouZivat vektory majici pfedem dany smér pozici hodnoty v matici. Tyto sméry
mdame popsané vztahem (4.13).

Pfi rotaci thlovym spektrem je nasim cilem ziskat hodnotu buiiky na pozici (m, n)
v zrotované roviné, proto jako vektor prostorovych frekvenci vezmeme vektor, ktery je
s touto pozici spojeny (ziskdme jej pomoci vztahu (4.13)). Nyni potfebujeme urcit, ktery
vektor odpovidd tomuto vektoru v roviné zdrojové. Tuto hodnotu ziskdme jako soucin
inverzni rotacni matice a daného vektoru:

(oo Fin ST = R (Fs fin )T, (4.16)

kde (f, f;, f2) je vypocitany vektor, ( fer fy, £.) je vektor ve zrotované rovin& a R™! je in-
verzni rotacni matice. Nyni vSak nastane problém, jelikoZ tento vektor nebude s nejveétsi
pravdépodobnosti odpovidat, Zidnému z vektort prostorovych frekvenci, které jsou pevné
spojeny s jednotlivymi body ve zdrojové roviné. Musime proto zavést bilinedrni interpo-
laci hodnot, jejichZ poloha se bude nachédzet v blizkém okoli elementu, ktery je popsan
vypoctenym vektorem.

Jako prvni potfebujeme ziskat pozice hodnot, z kterych budeme provadét bilinedrni
interpolaci. Tyto hodnoty ziskdme pomoci f, a f,. Prostorové frekvence nabyvaji hodnot

z intervalu< - , proto je pro ziskdni pozice vzorku v matici musime prevést

2Ax° E>
nésledujicim zptsobem:

f(M, + N, — 1)Ax £, =0

mf =
(fbx+ DA+ N, =) f<0 win
fx(Mx+Nx_ I)Ax foO

I’lf =

(idx+ )M, +N,-1) f. <0

tyto hodnoty vSak obecné nenabyvaji celych Cisel. Budeme je proto dé€lit na dolni celou

Céast a desetinnou Cast tak, aby platilo: my = m +tany = n+ s. Desetinné Casti t a s
budeme pouzivat pfi bilinedrni interpolaci, kterou zohlednime polohu vzorku. Vyslednou
hodnotu tudiz vypocteme pomoci nasledujiciho vzorce:

A(fer f) = A=D|(1=5)Alm, n]+ sA[m, n+1]|+1| (1=$)A[m+1, n]+ sA[m+1,n+1]| (4.18)

30



4.4.2 Prostorové uhly a korekce energie

/!42/{??‘, A
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Obrazek 4.3: Vztah thlového spektra a prostorového uhlu, ktery reprezentuje

Pfipomenme si, Ze mame vzorky vinoplochy, u nichZ zndme hodnotu komplexni am-
plitudy a jejich vektory prostorovych frekvenci. Tyto vektory vytvéii polosféru, kterou
ovSem pii vypoctu rotace thlovym spektrem reprezentujeme ekvidistantné rozdélenou
mfiZkou v roving. Situace je zobrazena na obr. 4.3. JelikoZ vektory nemaji stejny prosto-
rovy uhel (prvky u kraje se musi rozptylit na vétsi plochu polosféry nez prvky blize ke
stiedu), coZ nejsme schopni v rovinné miiZce zohlednit, dochdzi ke ztraté energie. Nasim
ukolem tudiz je najit vztah, pomoci kterého provedeme korekci energie.

PopiSme si na konkrétnim ptikladu, co musime udélat, aby pfi rotaci ziskal kazdy
element spravné mnozZstvi energie. Pokud vezmeme prvek z kraje mfizky, ktery se v di-
sledku rotace dostane bliZe k jejimu stfedu, bude mit tento prvek po rotaci na starost mensi
prostorovy uhel, a tudiZ by pfinesl vét§i mnoZstvi energie, neZ by méla mit vinoplocha do-
padajici v tomto misté. Proto musime pted rotaci jednotlivé elementy vlnoplochy zeslabit
tak, aby byly rovnocenné a po provedeni rotace musime zohlednit jejich energii v zdvis-
losti na jejich umisténi v miiZce, tzn. bodiim u kraji pfidime vice a bodiim u stfedu méné
energie.

Nyni si tedy musime odvodit hodnotu koefiecientu pro redukci energie. Abychom
ho mohli urcit, musime spocitat plochu nad buikou miizky. Pro diferenciélni plochu na
povrchu sféry plati nasledujici vztah:

dA = r*sin 6dode, (4.19)

kde r = [f2+ ny + f2 = 1/ je polomér sféry, ¢ € (0;7/2) je azimut a 6 € (0;27) je
zenit. Tento vztah je uveden pro sférické soutradnice:

f = % cos¢sinf
A= % sin ¢ sin 0 (4.20)
f: =1cosf
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My potifebujeme vyjadrit vztah pro diferencidlni ploSku v kartézskych soutfadnicich, tudiz
v nich musime vyjadfit dhly ¢ a 6:

¢ =cos ' (Af.) = cosT' (A JA2 = f2 - f2)

arctan(?) x>0Ay>0
f; (4.21)
0 = arctan(—)+7r x<0
arctan(?)+2zr x>0Ay<0

X

a musime urCit hodnotu Jakobidnu pro transformaci sférickych soutfadnic. K tomu potie-
bujeme urcit hodnoty parcidlnich derivaci:

M fi M fi
N N L N R N LRl Rl P
9 ___Nh W _
of fxz+fy2 afy fx2+fyz’
z ¢eho plyne, Ze Jakobian je:
9 9
Hﬁﬁ)=§§i§
3_fx 6_fy (4.23)

1
NN

Nyni dosadime vyrazy (4.21) a (4.23) do vztahu pro diferencidlni plosku (4.19), ¢imz
dostaneme:

dA = ! dfidfy. (4.24)
Ao g

Nas zajima obsah plochy nad burikou, oznacme si jej s, o kterém miZeme vzhledem
k velikosti vzorkovani tvrdit, Ze je srovnatelny s diferencialni ploSkou, tudiz plati:

1 1

A /ﬂ—z_fxz_fyzz/l_fz.

Tim jsme odvodili vztah, pomoci kterého 1ze provadét korekci energie.

S =

(4.25)

4.4.3 Stred rotace

Rotace tihlového spektra probiha kolem pocatku, ktery je v matici vzorkd, jez pouZivame
pro reprezentaci zdrojové roviny, umistén vlevo nahote. Fourierova transformace pova-

Vv

Zuje taktéz tento bod za pocatek. Nicméné nejkvalitnéjs$i obraz ziskdme, pokud budeme
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provadét rotaci thlového spektra kolem stfedu zdrojové roviny, tzn. potiebujeme, aby
stied zdrojové roviny byl zaroven pocatkem. K tomu vyuZijeme teorém translace (3.13),
ktery fik4, Ze posun v prostorové oblasti je to samé, co ndsobeni komplexni exponencidlou
v oblasti frekvencni. Po provedeni rotace thlového spektra musime samoziejmé provést
obraceny posun.

4.4.4 Komplexné sdruZzené vinoplochy

Pokud ndm pfi vypoctu nékterého vektoru prostorovych frekvenci f, ktery je vzorem
2>

pro vektor f ve zrotované roving, vyjde jeho slozka ve sméru osy z zdpornd, je potieba
tento vektor prevést na vektor opacny a hodnota komplexni amplitudy tohoto elementu ve
frekvencéni oblasti bude komplexné sdruzend k hodnoté prvku, jehoZ vektor prostorovych
frekvenci odpovidé vektoru vypoctenému.

4.4.5 Jakobian obecné transformace

Rotace thlového spektra je nelinearni transformace, kterd méni integracni proménné pii
vypoctu integrdlu pro Fourierovu transformaci. Nelinearita zpisobuje, Ze musi byt tato
skuteCnost zohlednéna pii vypoctu Fourierovy transformace v podobé Jakobidnu, jehoz
hodnotu si nyni odvodime. UvaZujme, Ze matice, kterd je inverzni k matici rotace, je
ndsledujici:

a ax as

-1
R = as ds dg|, (426)

ar dag dy
pak vztah mezi prostorovymi frekvencemi f, f, v souradném systému zdrojové roviny a
frekvencemi f, f, v referen¢nim soufadném systému je:

fi= 01({;,]?) = al]j;c + aZJj; + a3 A2 —J?? - JA‘} | o
f;) :ﬁ(fx’fx) = a4fx + any + de \,/1_2 - fx2 - f}Z

Pro vypocet Jakobidnu pak potrebujeme parcidlni derivace téchto funkci:

oa f; o fy
~ =a) —ads— ~ = dy) —ad3—
0 £ ok - (4.28)
B . 0B 5y
~ — a4 —deg— ~ =45 —de—
Of: f. afy 2
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kde f, = \Ja2 - f2- f2.
Nakonec vypocteme hodnotu Jakobidnu:

da da
Iy = 0%
B P
O Ok (4.29)
Oa 0B Oa OB

- df.of 0hof.
B fe fy
= (arae — azas)— + (azas — ajas)— + (a1as — aay).

Touto hodnotou budeme nésobit navzorkované hodnoty.
Pozmanenejme, Ze v Clanku [6] je uvedeno, Ze Jakobidn predstavuje tak malé pri-
spévky, Ze je mozné jej zanedbat.

4.4.6 Postup rychlé metody

Z aparati, které jsme si prozatim pripravili, je zfejmé, Ze pouziti rychlé metody pro pro-
pagaci svétla mezi dvéma obecné poloZenymi rovinami znamend ztratu informaci a vznik
nepresnosti. Nicméné je to metoda, kterou lze tuto propagaci ziskat v optimdlnim Case

1 v nejobecnéjsim pripadé rotace thlového spektra.
Nyni si zapiSeme jak postupovat pfi realizaci této metody:

1. Provést dopfednou Fourierovu transformaci vstupni roviny, abychom ziskali obraz
ve frekvencni oblasti.

2. Posunout zdrojovou rovinu stfedem do pocitku pomoci teorému translace. Tato
operace je provedena proto, Ze je za stfed pfi rotaci thlovym spektrem povazovan
pocatek, ale ve skutecnosti je potieba rotovat kolem stfedu vstupni roviny, jelikoz
je tak ziskan nejkvalitn€jsi obraz.

3. V pfipadé, Ze mé byt propagace realizovdna na rovinu, kterd je kromé zrotovani
i posunutd ve vzdalenosti z, provést Siteni pomoci thlového spektra na rovnobéZznou
rovinu prochdzeji stfedem roviny rotace. Tato metoda je popsdna v sekci 4.2.

2

4. Pro kazdou buniku zrotované roviny urcit vektor prostorovych frekvenci f a vypo-
. =g
Citat pro néj vektor f.

e Pokud je prostorova frekvence f, kladnd, navzorkovat hodnotu pomoci biline-
. g
arni interpolace pod vektorem f.

e Pokud je prostorové frekvence f, zdpornd, pfendsobit vektor prostorovych
frekvenci f hodnotou —1, navzorkovat hodnotu pomoci bilinedrni interpolace
pod prenasobenym vektorem a jako vyslednou hodnotu této buniku pouZzit hod-
notu komplexné sdruzenou k vysledku bilinearni interpolace.
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. . A pd Zz. I 1
e Provést korekci energie prendsobenim vysledku hodnotou T
Z

e Vyndsobit vysledek Jakobidnem obecné transformace.

1
e Provést korekci energie vydélenim vysledku hodnotou 7
Z

5. Posunout cilovou rovinu pocitkem do stfedu pomoci teorému translace.
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S Implementace

Pro realizaci popsanych metod Sifeni koherentniho svétla (viz. kapitola 4) byl zvolen pro-
gramovaci jazyk C, ktery jsme vybrali z diivodu potfeby efektivnosti, jelikoZ budeme pra-
covat s poli, jejichZ rozméry se budou pohybovat v tisicich. Pro implementaci jsme dale
zvolili, Ze rozméry zdrojové i cilové roviny budou N X N elementd, tzn. plati M, = N,
M,=N,N.,=NaN,=N.

Pfi implementaci jsme vyuZivali knithovny FFTW, kterd zprostfedkovava efektivni
provedeni rychlé Fourierovy transfomace. JelikoZ jsme v pfedchozi kapitole popsali, Ze
pfi diskretizaci popisujeme roviny pomoci matic, potfebujeme najit pfi implementaci
vhodnou reprezentaci matice. To by bylo nejlepsi provést pomoci dvourozmérného pole
o velikosti [pocet_radek] [pocet_sloupcu]. JelikoZ vSak nejsme schopni piedem ur-
Cit potrebnou velikost alokovanych poli, potfebujeme, aby pole bylo dynamické. To by se
vSak muselo u dvourozmérného pole provadét pomoci pointeru na pointer, coZ je trochu
komplikovany zptisob. Proto jsme se rozhodli, Ze budeme matici reprezentovat pomoci
jednorozmérného dynamického pole, kam budeme za sebe uklddat jednotlivé fadky ma-
tice, a datovy typ elementi bude fftw_complex. V tomto poli se miZzeme pohybovat
stejné jako v poli dvourozmérném, tj. pomoci dvou vnofenych cykld for, s tim Ze dojde
k pfepoctu indexu, tzn. prvek na pozici [m, n] bude mit index index = m-pocet_radek+n.

5.1 Moduly

Implementace je provedena tak, Ze kazdy z postupl propagace svétla ma svij modul.
Navic je pridan modul, ve kterém jsou uvedeny spolecné funkce, které vyuZzivaji vSechny
zptisoby Sifeni svétla.

5.1.1 Modul sireni

Jednd se o modul, ve kterém je obsazena funkce main, kterd je voldna pfi spousténi
programu. V této funkci jsou také zadany informace a vlastnosti o umisténi zdroji ve
zdrojové roviné a o umisténi cilové roviny. Déle je v ni na zdkladé vstupu pfi spusSténi
programu vybran zptisob propagace, ktery ma byt pouZit.

5.1.2 Modul def

Je modul, ktery slouzi pro sdileni parametrd jako jsou velikost pole, velikost vzorku a
vinové délka. Déle jsou soucésti tohoto modulu funkce, které jsou spolecné pro vSechny
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zplisoby propagace. Patii mezi né€ funkce pro vypocet normy komplexniho cisla, vzdale-
nosti dvou bodti, zvétSeni vstupniho pole a jeho doplnéni nulami, vynormovani matice,
vypocteni konvoluce ve frekvencni oblasti a funkce zajist'ujici vystup vysledku.

5.1.3 Modul fft_transformace

V tomto modulu jsou umistény vSechny funkce, které jsou potfebné pro propagaci svétla
pomoci Rayleigh-Sommerfeldova integralu mezi rovnobéZnymi rovinami s vyuZzitim Fou-
rierovy transformace. Je zde vlastné implementovan postup, ktery je popsan v sekci 4.1.

Po spusténi funkce pro vypocet Sifeni svétla dojde ke zvétSeni vstupniho pole na za-
danou velikost, kterd je v tomto piipadé zvolena (2N — 1) - (2N — 1), aby byla v souladu
s predpoklddanou velikosti matice jadra konvoluce uvedenou v sekci 4.1, a hodnoty pfi-
danych elementl se nastavi na nulu. Poznamenejme vsSak, Ze implementace je provedena
obecné, a tudiz neni nutné strikné dodrZet vztah, Ze pro pole o velikosti N X N musi mit
jadro konvoluce velikost (2N — 1) X (2N — 1), a mohli bychom pole zvétsit na libovol-
nou velikost. Dokonce pro vstupni pole, jejichz velikost se dd vyjadrit pomoci mocniny
Cisla 2, je lepsi volit velikost zvétSeného pole 2N X 2N, jelikoZ algoritmus Fourierovy
transformace implementovany v knihovné FFTW ma pro tyto specidlni pole rychlejsi béh
v porovnani s poli, jejichz velikost neni mocninou Cisla 2. Déle se provede dopredna Fou-
rierova transformace zvétSeného pole do pole nového.

Pro vypocet propagace je jeSté potreba znét jadro konvoluce. TudiZ dojde k naalo-
kovani dynamického pole, které bude mit stejnou velikost jako je velikost pole, v némz
je uloZen vysledek Fourierovy transformace, a vypoctou se pro vSechny prvky pole hod-
noty c(x,y) ze vztahu (4.5), kde x a y je urCeno Ax-ndsobkem vektoru z matice (4.6),
ktery je umistén na pozici, kterd je reprezentovana pravé pocitanym prvkem. Po vypoc-
teni celého pole reprezentujiciho jadro konvoluce provedeme jeho dopfednou Fourierovu
transformaci.

Nyni je jiZ propagace svétla feSena prakticky pfimou implementaci vztahu (4.7), kde
za obé DFT dosadime ziskané Fourierovy transformace.

Po vypocteni optického pole ulozime vystup ve formatu RAW. Funkce, kterd toto
provadi se nachazi v modulu def. c.

5.1.4 Modul uhlove_spektrum

Tento modul obsahuje funkce potrebné pro vypocet propagace svétla mezi rovnobéznymi
rovinami pomoci thlového spektra. Jsou zde tedy implementovany vztahy ze sekce 4.2.
Po spusténi funkce provadéjici tento vypocet dojde ke zvétSeni vstupniho pole na
zadanou velikost a hodnoty pfidanych elementl se nastavi na nulu. V tomto piipadé jsme
zvolili velikost (4N — 1) - (4N — 1), kterd je vetsi nez velikost pole u propagace Rayleigh-
Sommerfeldovym integrdlem a neZ velikost, kterou jsme si uvedli ve vztazich pro vypocet
uhlového spektra v sekci 4.2 (podle téchto vztahli by méla byt 2N — 1) - 2N — 1)).
Toto rozhodnuti je disledkem poZadavku na jemnéjsi vzorkovani soufadnic prostorovych
frekvenci, jelikoZ je vzorkovdni zdvislé na velikosti pole a souvisi s vlivem diskretizace
na vystup vypoctu (¢im jemné&js$i vzorkovani, tim méné se projevi diskretizace). A aby
mohli byt pouzité vztahy uvedené v predchozim textu, provedeme predpoklad, Ze pole
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nemaji velikost N X N, ale Ze jejich velikost je 2N X 2N, coZ neovlivni vysledek a navic
lze pouzivat dfive uvedené vztahy. KdyZ mame vstupni pole zvétSené, provedeme jeho
doprednou Fourierovu transformaci do pole nového.

Pro vypocet je déle potieba znit hodnoty funkce H(f%, f;) z rovnosti (4.8) pro vSechny
elementy pole, kde se zohledni prepocet prostorovych frekvenci podle (4.13). Tyto hod-
noty si ukldddme do nové vytvoreného pole. Nyni jiZ staci provést ndsobeni téchto dvou
poli po jednotlivych slozkich a uklddat si je do pole tfettho. To poté prevedeme po-
moci zpétné Fourierovy transformace, ¢cimz ziskame pole popisujici poZadovany vysledek
v prostorové oblasti. Vystup opét ulozime ve formatu RAW.

5.1.5 Modul referencni_metoda

V tomto modulu se nachézi funkce pro propagaci svétla mezi riznobéznymi rovinami re-
feren¢nim zplisobem, znamena to, Ze zde budeme implementovat postup popsany v sekci
4.3.

Jak jiz bylo uvedeno dfive, pouZiva tato metoda Rayleigh-Sommerfeldiv integral im-
plementovany pomoci Fourierovych transformaci. JelikoZ budeme Sifeni pomoci tohoto
integralu provadét vzdy ze zdrojové roviny o velikosti N X N vzorkl na rovinu s ni rovno-
béznou o velikosti 1 X N vzorkt, dojde ke zvétSeni vstupniho pole na velikost N - (2N — 1),
coZ je velikost potfebna pro provedeni konvoluce, hodnoty pridanych elementt se nastavi
na nulu. Poté se provede dopiedné Fourierova transformace takto zvétSeného pole.

Dalsi vypocet bude probihat v cyklu, kdy se bude pocitat propagace svétla na roviny
rovnobézné s rovinou zdrojovou, které jsou umistény v rtiznych vzdélenostech. V cyklu
se bude opakovat nasledujici postup a probéhne Nkrat. Vypocte se hodnota souradnice z
podle vztahu z,,,, = z + ¢islo_radky - Ax - sin(@), kde ¢islo_radky uddva kolikaty
cyklus probihd, déle se vypocte jadro konvoluce pro pole ve vzdélenosti z,,,, od vstup-
niho pole. Pole, které bude obsahovat jadro konvoluce, bude mit velikost N - 2N — 1) a
hodnoty jednotlivych prvki budou c(x,y) ze vztahu (4.5), kde x a y je urCeno souctem
vektoru, ktery je Ax-ndsobkem vektoru z matice (4.6), jenZ je umistén na pozici, kterd je
reprezentovana pravé pocitanym prvkem, s vektorem (0, ¢islo_tradky - Ax - cos(a@)), kde
¢islo_radky ma stejnou hodnotu jako ve vztahu pro vypocet hodnoty z. Po vypocténi ja-
dra konvoluce se provede jeho dopfedna Fourierova transformace. Pak probéhne vypocet
konvoluce vstupniho pole a pole obsahujiciho jadro konvoluce, coZ ve frekven¢ni oblasti
znamena nasobeni dvou poli po slozkach. Na vysledné pole bude aplikovédna zpétna Fou-
rierova transformace a zkopiruji se hodnoty prvki na pozicich 0 az N — 1 do vystupniho
pole na pozice ¢islo_radky - N az (¢islo_radky +1)- N — 1.

Po skonceni cyklu uloZime vystup ve formatu RAW.

5.1.6 Modul rychla_metoda

Tento modul ma za kol obstardvat vypocet propagace svétla pomoci rychlé metody, tudiz
zde budou implementovany veSkeré metody popsané v sekci 4.4.

Po spusténi funkce pro propagaci se vypocte rotacni matice v zavislosti na zadanych
uhlech rotace kolem jednotlivych os a jeji inverzni podoba. Déle dojde k prepoctu vzda-
lenosti mezi pocatky zdrojové a cilové roviny. Tento prepocet neni pro rychlou metodu
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dilezity, jeho tikolem je pouze sjednotit vysledky s referenéni metodou pro moznost po-
rovnavani vystupd z téchto dvou metod.

Diéle dojde k rozsiteni vstupniho pole na zadanou velikost, kterd je v tomto pripadé
(4N — 1) - (4N — 1), a hodnoty pridanych elementti se nastavi na nulu. Tuto velikost jsme
zvolili z dGvodu jednotnosti, protoze soucasti rychlé metody je propagace tihlového spek-
tra mezi rovnobéZnymi rovinami, pro kterou jsem volili pradvé takovou velikost. Nicméné
neni podminkou, Ze velikost zvétSeného pole musi byt zrovna (4N — 1) X (4N — 1), a pole
muiZeme zvétSit na libovolnou velikost, ale pfi ur€ovani velikosti bychom si méli uvédo-
mit, Ze ¢im je tato hodnota vétsi, tim je jemnéjsi vzorkovani prostorovych frekvenci a
tim mensi vliv ma na vystup diskretizace. Abychom mohli pouZit dfive uvedené vztahy,
budeme opét uvazovat, Ze velikost poli byla na zac¢dtku 2N X 2N. Nyni se jiZ miiZe provést
doptedna Fourierova transformace takto zvétSeného pole.

V sekci popisujici rychlou metodu, jsme ddle uvadéli, Ze je potfeba posunout zdrojo-
vou rovinu tak, aby rotace probihala kolem stfedu této roviny. TudiZ pouZijeme funkci pro
posun ve frekvenéni oblasti, kterd je v tomto modulu implementovana, a bude proveden
posun o —% vzorkl v x-ové a o —% vzorkl v y-ové ose, kde N je velikost vstupniho pole
pred zvétSenim.

Jelikoz roviny jsou viici sobé v obecné poloze, mizou byt i rizné posunuté, a proto
se provede propagace thlového spektra na rovinu rovnobéznou se zdrojovou, umisténou
v predem vypoctené vzdalenosti pomoci funkci z modulu uhlove_spektrum.

Déle pottebujeme, jak jsme také uvedli v sekci 4.4, aby vSechny prvky pole byly ener-
geticky neutrdlni, coZ bude provedeno pomoci implementace vztahu (4.25). Navraceni
energie, pak probihd béhem rotace, jelikoZz je z4vislé na vektoru, ktery byl predlohou.

Nyni se jiz mize pfistoupit k samotné rotaci, kterd pro hlavni vypocet pouZziva vzorec
pro bilineédrni interpolaci (4.18), kde jsou parametry do vzorce ziskany ze vztahu (4.17)
a zéavisi na rotacni matici a vektoru prostorovych frekvenci aktudlné pocitané bunky tak,
jak je uvedeno v (4.16). Zohlednéno je i vzorkovéani komplexné sdruZzené hodnoty pro
elementy, ve kterych ma transformovany vektor zdpornou slozku ve sméru osy z. Dadle
tato funkce obstardva, jak zde jiZz bylo uvedeno, navraceni energie burice. Posledni véci,
kterou funkce pro rotaci dhlovym spektrem vykond je zohlednéni deformace elementu
vlivem obecné transformace, coZ znamena prendsobeni vysledné hodnoty Jakobidnem,
ziskanym podle vztahu (4.29).

Kdyz je provedena rotace, je potieba provést opacny posun ve frekvencni oblasti nez
ten, ktery byl proveden na zacatku. Nakonec je provedena zpétnd Fourierova transformace
vysledného pole a vysledek je uloZen ve formatu RAW.
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6 Ziskané vysledky

Abychom ukazali spravnou ¢innost implementovanych algoritmt pro jednotlivé metody,
vytvorili jsme nékolik vstupnich poli, na které jsme tyto metody pouZili. Pro vSechny
scény, které zde ukdZeme, plati nésledujici nastaveni: N = 1024 vzorkl, 4 = 500 nm,
Ax = 250 nm, z = 512 - Anm, kde z znaci u rovnobéznych rovin jejich vzdalenost a
u riznobé&Zznych rovin se jednd o vzdélenost jejich pocatka.

6.1 Propagace mezi rovhobéznymi rovinami

Obrazek  6.1:  Propagace  Rayleigh-  Obrazek 6.2: Propagace uhlovym spektrem -
Sommedfeldovym integrdlem - gaussovsky  gaussovsky profil

profil

Pokud jsme pro propagaci svétla mezi rovnobéZnymi rovinami pouZili metodu S§i-
feni svétla Rayleigh-Sommerfeldovym integralem, které bylo implementovano s vyuZi-
tim tfi Fourierovych transformaci, pak vysel vysledek vzdy spravné, jelikoz se de facto
jednd o primou implementaci vztahu pro Rayleigh-Sommerfeldiv difrakéni integral. Po-
kud jsme vSak zacali vstupni pole propagovat pomoci tihlového spektra a tyto vysledky
porovnévali s vysledky ziskanymi pomoci Rayleigh-Sommerfeldova integralu, dopraco-
vali jsme se k ziskani nasledujicich poznatki:
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Obrazek  6.3:  Propagace  Rayleigh-  Obrézek 6.4: Propagace dhlovym spektrem -
Sommedfeldovym integrdlem - amplituda je ~ amplituda je ve vSech bodech stejna

ve vSech bodech stejna

e Jak jsme jiZ uvedli v sekci 3.4, musi pro vzdalenost rovin platit, Ze neni vEtsi nez
N(Ax)?

, abychom ziskali pfesnou aproximaci, toto musi platit pro jakékoliv vstupni
pole.

e Vlatnosti vstupniho pole z4visi na presnosti aproximace propagace svétla thlovym
spektrem. Zjistili jsme, Ze pomoci thlového spektra dostaneme ve vSech vzdéle-
nostech uvedenych vyse vysledek shodny s presnym feSenim v piipadée, Ze dis-
krétni Fourierova transformace, které je v implementaci pouzivdna, je rozumnou
aproximaci spojité Fourierovy transformace, tzn. pokud hodnota amplitudy smé-
rem k okrajim vstupniho pole klesa (tj. ma gaussovsky profil) napf. jako na obr. 6.5
nebo pokud ma ve vSech bodech témér totoZnou hodnotu. V pripadé, Ze tyto vlast-
nosti nejsou pro vstupni pole splnény, je thlové spektrum pouZitelné pouze pro
nékteré ze vzdalenosti uvedenych vyse, jelikoZ pro ostatni hodnoty je z diivodu pe-
riodické povahy diskrétni Fourierovy transformace vysledek zkreslen (do vystupu
promluvi kopie obrazu).

Vystupy intenzit bodu cilové roviny pro gaussovsky profil vygenerované témito metodami
jsou zobrazeny na obr. 6.1 a obr. 6.2 a pro vstupni pole, které ma totoZzné hodnoty amplitud
ve vSech bodech na obr. 6.3 a obr. 6.4.

6.2 Propagace mezi riuznobéznymi rovinami
Pro propagaci svétla mezi riiznobé€Znymi rovinami jsme pouzivali referencni a rychlou

metodu a funk¢nost téchto metod jsme testovali uZ jen na vstupnich polich, ve kterych
méla komplexni amplituda gaussovsky profil nebo byla ve vSech bodech témér totoZna.
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Vstupnimi poli, které tyto vlastnosti nespliiuji, jsme se nezabyvali, jelikoZ pro rychlou
metodu je pouzivdna propagace thlovym spektrem, a jak bylo zjisténo v pfedchozi sekci,
tak neni thlové spektrum pro tyto pole pouzitelné. Pro testovani jsme tudiZ zvolili nésle-
dujici vstupni pole:

1. Vstupnim polem je horizontdlni mfizka (4 fadky Cerné, 4 fadky prihledné), ktera je
osvétlena laserovym ukazovatkem (ma gaussovsky profil amplitudy a l1ze jej pova-
Zovat za rovinnou vlnu), viz obr. 6.5.

Obrazek 6.5: Vstupni pole - gaussovsky profil

2. Vstupni pole mé ve vSech bodech redlnou slozku amplitudy rovnou 1 a imagindrni
rovnou 0.

Diéle jsme uvazovali pouze takové roviny, které jsou vzdjemné rotovany jen kolem osy x,
abychom mohli vysledky obou metod porovndvat, jelikoz jak bylo uvedeno dfive, refe-
ren¢ni metoda ma omezené pouZiti pouze pro jednoosou rotaci.

Nyni bychom si méli ukézat, Ze pouzitim referencni metody ziskame vysledky, které
jsou ocekavané. Zda se, Ze toto plati, jelikoZ pokud porovndme vysledky pro vstupni pole
s gaussovskym profilem ziskané z referen¢ni metody s vysledky z metod pro propagaci
svétla mezi rovnob&Znymi rovinami, vidime, Ze nedojde k posunu nultého difrakéniho
fadu, a to co se pfi Sifeni mezi rovnobéZnymi rovinami jevilo jako kruZnice se deformuje
prfi rotaci na elipsy, coZ je o¢ekavané.
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Obrazek 6.6: Propagace referencni metodou  Obrazek 6.7: Propagace rychlou metodou -

- gaussovsky profil; @ = /10 gaussovsky profil; @ = /10

-~ -

4 .

Obrazek 6.8: Propagace referencni meto-  Obrdzek 6.9: Propagace referencni meto-
dou - amplituda je ve vSech bodech stejnd;  dou - amplituda je ve vSech bodech stejng;
a=mr/10 a=nr/10

Nyni tudiZ miZeme pristoupit k porovnavani vysledki ziskanych rychlou a referenéni
metodou. Z vysledki je patrné, Ze rychld metoda dava dobrou aproximaci presného fe-
Seni, které je reprezentovano referenéni metodou, coZ je patrné z obrazka 6.6 - 6.11.
Poznamenejme, Ze ve vystupech intenzit bodl je sice patrny vertikdlni posun vystupu
rychlé metody vici vystupu referencni metody, ale jedna se o posun celého pole intenzit,
ke kterému doSlo pfi vypoctu propagace referencni metodou vlivem provadéni posunu
pomocnych rovin pfi aplikaci algoritmu. Ddle si 1ze v§Simnout, Ze se zvétSujicim se tthlem
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Obrazek 6.10: Propagace referen¢ni meto-  Obrazek 6.11: Propagace rychlou metodou -

dou - gaussovsky profil; @ = —n/10 gaussovsky profil; @ = —n/10

Obrazek 6.12: Propagace referen¢ni meto-  Obrazek 6.13: Propagace rychlou metodou -

dou - gaussovsky profil; @ = 7/6 gaussovsky profil; @ = /6

dochézi k rlstu odchylky, viz rozdil v obrazcich 6.12 a 6.13, nicméné ten neni aZ tak dra-
maticky. Dalsi vyznamny vliv na rist odchylky mizZe zpisobit pouzitd aproximace hod-
not pii hledani obrazii v nezrotované rovin¢ k bodiim z roviny zrotované. K tomu, jak jiz
bylo popséno v pfedchozi kapitole, je pouzivédna bilinedrn{ interpolace, kterd ddva dobrou
aproximaci hodnot, problém nam vSak muze zptsobit nevhodna volba hodnot v piipad¢,
nachdzi-li se obraz bodu v nezrotované roviné ve vzorku z posledniho fadku &i sloupce
dvourozmérného pole, jelikoZ pro tento bod nelze vyuzit vypocet pomoci vztahu pro bi-
linedrni interpolaci (4.18) (nemd k dispozici hodnotu v nésledujicim fadku i sloupci).
My jsme jako aproximaci téchto hodnot zvolili hodnotu tohoto vzorku, cozZ se zda byti
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Obrazek 6.14: Propagace referenéni meto-  Obrdzek 6.15: Propagace referenéni meto-
dou - amplituda je ve vSech bodech stejnd,  dou - amplituda je ve vSech bodech stejnd;

a=n/6 a=n/6

pro testované piipady vhodnou aproximaci. V Zddném piipadé€ se vSak nedoporucuje volit
jako hodnotu aproximace pro vSechny takové ptipady 0O, protoZe pak bychom neziskali
pfesnou aproximaci ani pro velice malé tihly rotace (dokonce ani pro thel 0°).
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7 Zaver

V ramci této bakalarské prace byly prezentovédny techniky a implementovan algoritmus
pro poskytnuti vypoctu §ifeni svétla mezi rovnobéZznymi rovinami a mezi rovinami riz-
nobé&znymi.

Pro vypocet Sifeni svétla mezi rovnob€Znymi rovinami byla pouZita metoda zaloZena
na propagaci uhlového spektra a na propagaci pomoci Rayleigh-Sommerfeldova integralu
s vyuzitim rychlé Fourierovy transformace. Propagace pomoci Rayleigh-Sommerfeldova
integrélu sice vyZaduje tfi rychlé Fourierovy transformace nicméné jeho feseni je pfesné a
plati pro vSechny vzdalenosti rovin. Propagace pomoci thlového spektra vyZaduje pouze
dvé rychlé Fourierovy transformace, ale na druhé strané jsou tyto trasformace aplikovany
na pole, které ma vétsi velikost nez pole pro predchozi pripad. VéEtsi velikost je pouZita
proto, Ze pfi velikosti pole jako je v Rayleigh-Sommerfeldové feSeni, jsou na vystupu pa-
trné odchylky zptisobené diskretizaci, a proto vstupni pole uméle zvétSujeme jeste pred
provadénim vypoctu, abychom méli jemnéjsi vzorkovani vektorti prostorovych frekvenci

a zredukovali tak odchylky vzniklé diskretizaci. Navic thlové spektrum ddvd presnou

N(Ax)?

aproximaci, pouze pro vzdalenosti, kterd nejsou vétsi nez a pro vstupni pole,

které reprezentuje funkci s gaussovskym profilem nebo pro pole, jehoz vzorky nemaji
velké vykyvy intenzity. Pro pole, které reprezentuji umisténi né¢kolika bodovych zdroj,
ma metoda propagace pomoci thlového spektra presné vysledky pouze pro nékteré vzda-
lesnosti rovin. NejhorSich vysledk je poté dosazeno, nachazeji-li se zdroje svétla na hra-
nici vstupniho pole.

Pro vypocet $ifeni svétla mezi rovinami, jejichZ vzajemnd poloha je riznobézn4,
jsme poté pouZzili ndmi navrZzenou referen¢ni metodu zaloZenou na principu Rayleigh-
Sommerfeldova feSeni a rychlou metodu, kdy byl implementovédn algoritmus navrzeny
Matshushimou. Referencni metoda sice dava vysledky velice pfesné, nicméné neni pou-
zitelna v praxi, jelikoz je velice vypocetné€ naro¢nd a navic nefesi obecnou polohu mezi
rovinami, ale pouze polohu, kdy jsou roviny vici sobé€ rotovany kolem osy x. Rychla
metoda zaloZend na Matshushinové algoritmu je pouZzitelna pro jakoukoli vzdjemnou po-
lohu rovin. Beéhem implementace tohoto algoritmu (sekce 4.4) se vyskytla fada problémd,
které jsou rozebrany v predchozich kapitolach. Tento algoritmus vyuZziva propagaci a ro-
taci thlového spektra, tudiZ je jiz ted’ patrné, Ze bude dochazet ke stejnym problémim
jako pro propagaci thlovym spektrem mezi rovinami rovnobéZnymi a navic se pridaji
problémy zptisobené rotaci. Ta zpisobuje problém pfi zvétSujicim se thlu rotace, jelikoZ
s nim roste i odchylka od pfesného vystupu. Je to zptisobeno tim, Ze je vystup vice ovliv-
nén periodicitou, kterou dostaneme provedenim diskrétni Fourierovy transformace. Navic
prohloubeni odchylky zptsobuji vysoké frekvence. Nicméné pro malé thly rotace je toto
reSeni presné a co do vypocetni sloZitosti vyhovujici.
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A Preklad a spusSténi

Aplikace neobsahuje Zadné grafické rozhrani. Pieklad je obstardn piikazem make. Spus-
téni se poté provede ze systémové konzole pomoci pfikazu:

sireni_svetla.exe x
kde x zna¢i metodu, kterou chceme pouZit na propagaci nasledovné:
e 1...propagace Rayleigh-Sommerfeldovym feSenim mezi rovnobéZnymi rovinami,
e 2...propagace thlovym spektrem mezi rovnobéZnymi rovinami,
e 3...propagace referenéni metodou mezi riznobéZnymi rovinami,
e 4...propagace rychlou metodou mezi riznobéZnymi rovinami.

Spusti-li se aplikace bez parametru, vypiSe se ndpoveda.
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