Kapitola 6

Pravoúhlé transformace

6.1    Walshova transformace

Jádro (ortogonální systém bázových funkcí) přímé Walshovy transformace (viz obr. 6.1) je dáno vztahem
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kde 
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 a bk(r) je k-tý bit v binární reprezentaci čísla r. Dosazením do výrazu (4.2) dostaneme definici přímé Walshovy transformace (viz např. [16] nebo [25])
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(6.2)

pro u ( 0, 1, 2, ..., N ( 1. Jádro inverzní Walshovy transformace je (až na normalizační konstantu 1 ( N) totožné s jádrem přímé transformace, tj.
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(6.3)

Inverzní Walshova transformace je potom definována vztahem
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(6.4)

pro x ( 0, 1, 2, ..., N ( 1. Protože se přímá a inverzní Walshova transformace liší pouze           v konstantním členu 1 ( N, může být jakýkoliv algoritmus určený pro výpočet přímé transformace použit pro získání inverzní transformace vynásobením výsledku algoritmu konstantou N. 

Algoritmus rychlé Walshovy transformace (FWT) je podobný algoritmu z kapitoly 5.1 s tím rozdílem, že všechny exponenciální členy jsou v tomto případě rovny jedné (viz [16]).

6.1.1    Dvojrozměrná Walshova transformace

Dvojrozměrné jádro přímé Walshovy transformace je dáno vztahem
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(6.5)

Jádra inverzní a přímé transformace jsou shodná, tj. h(x, y, u, v) ( g(x, y, u, v). Po dosazení   do výrazů (4.4) a (4.5) dostaneme definice dvojrozměrné přímé a inverzní Walshovy transformace
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(6.6)
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(6.7)
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Obr. 6.1: Ortogonální systém bázových funkcí Walshovy transformace pro N ( 8 bez normalizační konstanty 1 ( N
Z podobnosti vztahů (6.6) a (6.7) vyplývá, že jakýkoliv algoritmus pro výpočet dvojrozměrné Walshovy transformace lze bez úpravy použít k výpočtu inverze. Jádro dvojrozměrné přímé a inverzní Walshovy transformace je separovatelné a symetrické, tj.
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(6.8)

proto lze dvojrozměrnou přímou (inverzní) transformaci spočítat postupnou aplikací jednorozměrné přímé (inverzní) Walshovy transformace. Na obr. 6.2 je zobrazena Walshova transformace testovacího obrázku.

6.1.2    Trojrozměrná Walshova transformace

Pro jádro trojrozměrné přímé Walshovy transformace platí
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(6.9)

Stejně jako v předchozím případě je jádro inverzní transformace shodné s jádrem přímé transformace, tj. h(x, y, z, u, v, w) ( g(x, y, z, u, v, w). Dosazením jádra do výrazů (4.15) a (4.16) dostaneme trojrozměrnou přímou a inverzní Walshovu transformaci
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(6.10)
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(6.11)

[image: image49.wmf][

]

å

-

=

-

=

+

1

0

)

(

)

(

)

(

)

(

)

1

(

1

)

,

,

,

(

n

i

i

i

i

i

v

b

y

b

u

b

x

b

N

v

u

y

x

g

Inverzní transformaci lze opět vypočítat pomocí algoritmu pro výpočet přímé transformace. Jádra trojrozměrné Walshovy transformace jsou separovatelná a symetrická, tj.

(6.12)

W(u, v, w) a její inverzi lze tedy provést ve třech krocích postupnou aplikací jednorozměrných Walshových transformací. Na obr. 6.2 je zobrazena trojrozměrná Walshova transformace testovacích volumetrických dat.
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Obr. 6.2: Walshova transformace testovacího obrázku a volumetrických dat

6.2    Hadamardova transformace
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Tato transformace je založena na systému ortogonálních Hadamardových funkcí (viz obr. 6.3). Jádro jednorozměrné přímé Hadamardovy transformace je definováno vztahem

          (6.13)

kde 
[image: image12.wmf]N
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, bk(r) je k-tý bit v binární reprezentaci čísla r a sčítání v exponentu je prováděno binárně (modulo 2). Substitucí jádra do výrazu (4.2) dostaneme vztah pro přímou Hadamardovu transformaci (viz např. [16] nebo [25])
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          (6.14)

pro u ( 0, 1, 2, ..., N ( 1. Stejně jako v případě Walshovy transformace je jádro inverzní Hadamardovy transformace (až na normalizační konstantu 1 ( N) totožné s jádrem přímé transformace, tj.
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         (6.15)

Po substituci tohoto jádra do výrazu (4.3) dostaneme definici inverzní Hadamardovy transformace
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   (6.16)

pro x ( 0, 1, 2, ..., N ( 1. Inverzní Hadamardovu transformaci lze opět vypočítat pomocí algoritmu určeného pro přímou transformaci vynásobením výsledku konstantou N.

Z porovnání systémů ortogonálních bázových funkcí Walshovy a Hadamardovy transformace plyne, že funkce jsou totožné, ale jinak uspořádané
. Algoritmus rychlé Hadamardovy transformace (FHT) opět vychází z FFT-algoritmu (viz kapitola 5.1), kde jsou všechny exponenciální členy rovny jedné. Rychlou Hadamardovu transformaci lze také počítat      FWT-algoritmem, jehož výsledek uspořádáme tak, aby vyhovoval definici (6.14).

6.2.1    Uspořádaná Hadamardova transformace

Počet změn znaménka v bázových funkcích Hadamardovy transformace se nazývá sekvence těchto funkcí. Seřazení systému ortogonálních bázových funkcí tak, aby sekvence rostla s rostoucí proměnnou u, vede k definici jádra přímé uspořádané Hadamardovy transformace
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          (6.17)
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Sčítání ve výrazech (6.17) a (6.18) je prováděno binárně (modulo 2). Ortogonální systém takto uspořádaných bázových funkcí je zobrazen na obr. 6.3.

6.2.2    Dvojrozměrná Hadamardova transformace

Pro jádra dvojrozměrné přímé a inverzní Hadamardovy transformace platí vztahy
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(6.19)
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Obr. 6.3: Ortogonální systémy bázových funkcí Hadamardovy transformace (vlevo) a uspořádané Hadamardovy transformace (vpravo) pro N ( 8 bez normalizačních konstant 1 ( N
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(6.20)

kde sčítání v exponentu je opět binární. Stejně jako v případě Walshovy transformace, jsou dvojrozměrná jádra Hadamardovy transformace identická. Dosazením těchto jader do výrazů (4.4) a (4.5) dostaneme dvojrozměrnou přímou a inverzní Hadamardovu transformaci
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 (6.21)
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(6.22)

Protože jsou přímá a inverzní transformace identické, může být algoritmus určený pro výpočet H(u, v) použit bez dalších úprav k získání f(x, y) a naopak. Vezmeme-li v úvahu binární sčítání, jsou jádra dvojrozměrné přímé a inverzní Hadamardovy transformace separovatelná a symetrická, tj.
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(6.23)

Dvojrozměrná Hadamardova transformace (nebo její inverze) může být vypočítána postupnou aplikací algoritmu pro výpočet jednorozměrné přímé (inverzní) Hadamardovy transformace. Na obr. 6.4 je zobrazena Hadamardova transformace a na obr. 6.5 uspořádaná Hadamardova transformace testovacího obrázku.

6.2.3    Maticové vyjádření Hadamardovy transformace

Uspořádání bázových funkcí Hadamardovy transformace vede k jednoduché rekurzivní závislosti pro vytváření transformačních matic, které používají vztahy (4.11) a (4.13). Konstrukce Hadamardovy matice řádu 2N vychází z matice řádu N podle vztahu
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Protože H1 ( 1, pro H2, H4 platí
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 (6.25)

Transformační matice vznikne vynásobením odpovídající Hadamardovy matice normalizační konstantou, tj.
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(6.26)

6.2.4    Trojrozměrná Hadamardova transformace

Trojrozměrné jádro přímé a inverzní Hadamardovy transformace je dáno vztahem
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          (6.27)

Stejně jako v dvojrozměrném případě jsou jádra trojrozměrné přímé a inverzní transformace shodná, tj. g(x, y, z, u, v, w) ( h(x, y, z, u, v, w). Substitucí těchto jader do výrazů (4.15) a (4.16) dostaneme vztahy pro trojrozměrnou přímou a inverzní Hadamardovu transformaci
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 (6.28)

[image: image82.wmf]N
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Trojrozměrná transformace a její inverze jsou opět totožné, proto může být algoritmus pro výpočet přímé transformace použit i pro výpočet inverze. Jádro trojrozměrné transformace je také separovatelné a symetrické, tj.
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(6.30)

Přímou a inverzní transformaci lze tedy provést ve třech krocích postupnou aplikací jednorozměrných Hadamardových transformací. Na obr. 6.4 je zobrazena Hadamardova transformace a na obr. 6.5 uspořádaná Hadamardova transformace testovacích volumetrických dat.
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Obr. 6.4: Hadamardova transformace testovacího obrázku a volumetrických dat
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� V některých publikacích se z tohoto důvodu pro Walshovu a Hadamardovu transformaci používá jednotný název Walsh-Hadamardova transformace (viz např. [22]).
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