Kapitola 5

Goniometrické transformace

5.1    Diskrétní Fourierova transformace

Systém ortogonálních bázových funkcí neboli jádro diskrétní Fourierovy transformace        (viz obr. 5.1) je definováno vztahem
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(5.1)

Dosazením do výrazu (4.2) dostaneme vztah pro diskrétní Fourierovu transformaci (viz např. [16] nebo [25])
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pro u ( 0, 1, 2, ..., N ( 1. Podobně je definováno jádro inverzní Fourierovy transformace takto
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(5.3)

Inverzní Fourierova transformace je potom dána vztahem
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(5.4)

pro x ( 0, 1, 2, ..., N ( 1.

Protože je diskrétní Fourierova transformace ortogonální, může být jakýkoliv algoritmus pro výpočet přímé transformace použit (s malými změnami na vstupu) pro výpočet inverzní transformace (detaily viz [16]). Použitím výrazu komplexně sdruženého k výrazu (5.4) a vynásobením obou stran konstantou 1 ( N dostaneme

[image: image26.wmf]N

ux

i

e

u

x

h

/

2

)

,

(

p

=


(5.5)

kde f  ( je komplexně sdružená funkce a pravá strana je vlastně formou přímé Fourierovy transformace. Jestliže se použije F ((u) jako vstup algoritmu pro přímou transformaci, výsledek bude f  ((x) ( N. Převedením výsledku na komplexně sdružený a vynásobením konstantou N dostaneme požadovanou funkci f(x). V případě, že je funkce f(x) reálná, nemusí se výsledek převádět na komplexně sdružený, protože pro reálné funkce platí f(x) ( f  ((x).

Hodnoty u ( 0, 1, 2, ..., N ( 1 v diskrétní Fourierově transformaci odpovídají hodnotám frekvencí 0, (u, 2(u, ..., (N ( 1)(u ve spojité Fourierově transformaci. Vztah mezi hodnotami (u a (x lze vyjádřit výrazem
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(5.6)
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Obr. 5.1: Systém ortogonálních bázových funkcí diskrétní Fourierovy transformace pro N ( 8 bez normalizační konstanty 1 ( N (vlevo je reálná a vpravo imaginární část)
5.1.1    Některé vlastnosti diskrétní Fourierovy transformace

Stejně jako ve spojitém případě platí i pro diskrétní funkci f(x) a její Fourierovu transformaci F(u) Parsevalův teorém vyjadřující, že celková energie funkce a její Fourierovy transformace jsou stejné
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(5.7)

K zobrazení Fourierovy transformace se používá Fourierovo spektrum (viz kapitola 2). Funkční hodnoty této funkce klesají se zvyšující se frekvencí, proto vysokofrekvenční složky mají velice malé hodnoty. Zvláště v dvojrozměrném případě, kdy se Fourierovo spektrum zobrazuje pomocí intenzity pixelů (obrazová data), jsou tyto složky velice tmavé. Z tohoto důvodu se k zobrazení používá místo (F(u)( funkce
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(5.8)

která zachovává nulové hodnoty ve frekvenční oblasti (podrobnosti lze najít v [16]). Po použití tohoto vztahu je však nutné výsledné hodnoty opět přetransformovat na původní rozsah hodnot Fourierova spektra. Výsledek použití vztahu (5.8) je zobrazen na obr. 5.2 a na obr. 5.4 je výsledek aplikace téhož vztahu na dvojrozměrná obrazová data.



            


Obr. 5.2: Původní a zvýrazněné Fourierovo spektrum

Další vlastnost Fourierova spektra je jeho symetrie podle počátku souřadného systému
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(5.9)

Diskrétní Fourierova transformace a její inverze jsou periodické funkce s periodou N, tj.
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Platnost tohoto tvrzení lze dokázat přímým dosazením výrazu (u + N) do vztahu (5.2). Jelikož je diskrétní Fourierova transformace formulována pro hodnoty u v intervalu (0, N ( 1(, výsledkem budou dvě půlperiody, které jsou vzájemně prohozené. K zobrazení celé periody N je nutné posunout počátek transformace do bodu u ( N ( 2. 

Na obr. 5.3 je původní Fourierovo spektrum na intervalu (0, N ( 1( a posunuté Fourierovo spektrum zobrazující celou periodu na stejném intervalu. Na obr. 5.4 je opět výsledek aplikace této vlastnosti na dvojrozměrná obrazová data.







Obr. 5.3: Původní a posunuté Fourierovo spektrum

5.1.2    Rychlá diskrétní Fourierova transformace

Počet komplexních operací násobení a sčítání při výpočtu diskrétní Fourierovy transformace je úměrný N 2 (pro každou hodnotu u se provádí N násobení funkce f(x) s výrazem 
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 a (N ( 1) sčítání těchto výsledků). Vhodným rozkladem výrazu (5.2) lze počet operací snížit až na hodnotu úměrnou 
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. Tento rozklad se nazývá algoritmus rychlé Fourierovy transformace (FFT). Základní variantou je algoritmus využívající redukci v čase
 (viz např. [3] a [16]). Jestliže je N ve formě

[image: image40.wmf]å

-

=

-

=

1

0

/

2

)

(

1

)

(

N

x

N

ux

i

e

x

f

N

u

F

p


(5.11)

kde n je kladné celé číslo, lze N-bodovou transformaci počítat jako dvě N(2-bodové transformace. Toto schéma lze použít rekurzivně, dokud není dosaženo transformací délky jedna, což jsou identické operace. Jestliže není splněna podmínka (5.11), je nutné rozšířit vstupní funkci přidáním nul. 

Další varianty FFT-algoritmu, používající např. frekvenční redukci, lze najít v mnoha publikacích (např. [3], [10], [19] nebo [23]). Podrobný rozklad definičního vztahu Fourierovy transformace je uveden např. v [11], [16], [18] a [37]. Rychlé algoritmy vhodné pro paralelní zpracování je možné najít v [7], [8] nebo [17]. V článcích [12] a [13] je uvedeno porovnání rychlosti a paměťové náročnosti několika používaných FFT-algoritmů.

5.1.3    Dvojrozměrná diskrétní Fourierova transformace

Dvojrozměrná jádra přímé a inverzní Fourierovy transformace jsou dána vztahy
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 (5.12)
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Obr. 5.4: Testovací obrázek (512 ( 512) a jeho Fourierova transformace zobrazena jako Fourierovo spektrum (nahoře), posunuté a zvýrazněné posunuté Fourierovo spektrum (dole)
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(5.13)

Dosazením těchto vztahů do výrazů (4.4) a (4.5) dostaneme definice dvojrozměrné přímé a inverzní Fourierovy transformace
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(5.14)

pro u, v ( 0, 1, 2, ..., N ( 1 a
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pro x, y ( 0, 1, 2, ..., N ( 1. Podobně jako v jednorozměrném případě lze algoritmus pro výpočet dvojrozměrné transformace použít k výpočtu inverze. Jako vstup algoritmu použijeme F ((u, v) a výsledek převedeme na komplexně sdružený. Protože jsou jádra dvojrozměrné přímé a inverzní Fourierovy transformace separovatelná a symetrická, tj.
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� Definice jádra přímé a inverzní Fourierovy transformace se v literatuře liší. Někteří autoři používají koeficient 1 ( N u výrazu h(x, u) místo u g(x, u) (viz např. [3], [21] a [31]) nebo používají koeficient � EMBED Equation.2  ��� u obou výrazů (viz [15] nebo [37]). Všechny tři formy definice jsou správné. 


� Podle autorů nazýván Cooley-Tukey algoritmus.
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