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1. Uvod

Pii feSeni problému nalezeni trojuhelnikové sit€, kde mame zadany pouze body
reprezentuijici vrcholy trojahelnikd (v E?) a kritérium, kterému musi dané trojuhelnikova
sit optimalné vyhovovat, dostaneme se obecné¢ na feSeni NP problému. Sice jiz pro
nekterd kritéria existuji algoritmy s polynomialni slozitosti, ale stale se jedna o dosti
malou skupinu. Jednou z moznosti, jak v dostupném Case dany problém fesit obecné, je
vyuziti heuristik, které sice nezaruCuji nalezeni optima, ale pouze se k nému s urcitou
chybou blizi. D4 se fici, ze prave velikost této chyby by se dala pouzit jako velmi dobré
Kritérium pii porovnavani jednotlivych heuristickych metod. OvSem je tu dosti zavazny
problém. Pro stanoveni velikosti této chyby potfebujeme znat dané optimum a to
bohuzel nezname. Toto je také hlavnim divodem, pro¢ se danym problémem zabyvat.
Hlavnim cilem této préace je nalézt obecny algoritmus, ktery bude schopen vytvofit
trojuhelnikovou sit, ktera by optimalné vyhovovala zvolenému kritériu. Je predevsim
kladen daraz na rychlost algoritmu (s ohledem, Ze se jedna o NP problém) a jeho
obecnost, aby se dal pouzit pro libovolné kritérium.

2. Metoda vkladani trojahelniku

V diplomové préci (viz [Hla01]) byla uvedena fada metod, které hledaji trojuhelnikové
sit¢ podle jiz zminénych podminek v iivodu. Pfi jejich porovnani se jevila jako nejlepsi
tzv. Metoda vkl&dani trojihelnikii, z které také vychazi tato préace. Pro Uplnost je v této
kapitole tato metoda v kratkosti pfiblizena.

Prvnim krokem pii navrhu této metody byl néhled na trojuhelnikovou sit' (dale jen
triangulaci) jako na mnozinu trojuhelnikd. Dalsi Gvaha byla pfedev§im zaméfena na
otazku, jak vygenerovat vSechny mozné triangulace, které lze nad danou mnozinou
bodu sestrojit, aniz by vznikly duplicity a aniz by byla néjaka opomenuta. Je tfeba brat
v Gvahu, Ze je hledano globalni optimum pro zvolené kritérium. Pro jeho ziskéni je
tieba projit vSechny mozné kombinace a z nich vybrat tu nejlepsi. Vznikem duplicit by
se ztratila rychlost vypoCtu, coz neni vtomto piipadé pfipustné, a opomenutim
n€kterych triangulaci by hrozilo, ze by mohlo byt nalezeno chybné feseni.

PocateCnim krokem tohoto algoritmu je nalezeni konvexni obalky, ktera bude
predstavovat v naSem pfipade polygon, ktery ohraniuje Cast, do které je tieba vlozit
trojuhelniky, aby vznikla tzv. Uplna triangulace (tj. sit' skladajici se pouze =z
trojuhelnikti, které se vzajemné neprotinaji). Z tohoto polygonu muize byt nyni vybrana
libovolna hrana a piidan tzv. prézdny trojuhelnik (trojuhelnik, ktery neobsahuje zadné
vnitini body ze vstupni mnoziny bodu), ktery bude obsahovat pravé nami zvolenou

hranu. OvSem téchto prazdnych trojuhelniki muze byt  hnedka nékolik (viz
obréazek 2.1).
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vybrana hrana '

Obr. 2.1 Priklad vSech prazdnych trojuhelnikii obsahujicich vybranou hranu
Jelikoz je potieba vygenerovat vSechny triangulace, musi byt zajisténo, aby vyb&rem

trojuhelnikti nedoslo k opomenuti nékterych kombinaci. K tomuto lze pouzit datovou
strukturu predstavuji tzv. strom, kterou si Ize prohlédnout na obrazku 2.2.

Obr. 2.2 Priklad vytvdrent stromu postupnym vkldadanim trojithelnikii

Jak je z tohoto obrazku videt, z kazdého uzlu stromu vychazi tolik vétvi, kolik 1ze vlozit
prézdnych trojuhelnika, které splriuji nasledujici podminky:

e Obsahuji pfedem vybranou hranu, kterd je zaroven soucasti polygonu ohranujici
neztriangulovanou oblast.

e Cela plocha reprezentujici obsah trojuhelnikii je vnofena v oblasti, ktera jesté
nebyla ztriangulovana.
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Pokud je toto splnéno, pak listy vytvofeného stromu reprezentuji jednotlivé triangulace
a tedy 1 na§ cil. Po nalezeni téchto triangulaci, neni jiz problém je ohodnotit a
zapamatovat s tu triangulaci, ktera bude mit nejlepsi ohodnoceni.

Algoritmus, ktery by dokazal vygenerovat resp. prohledat strom podle uvedenych
podminek je bodove popsan na obrazku 2.3. Pro prochazeni (a zaroven 1 generovani)
stromu je pouzita slepa strategie tzv. prochazeni stromu do hloubky - stromem se
prochazi postupné z jedné strany na druhou a je pouzita datova struktura zasobnik, ve
které je uloZena pouze aktualni cesta tikajici, kde se momentalné dany algoritmus ve
stromé& nachézi.

1. Kevdem hranam vytvoime seznamy v§ech prazdnych trojuhelnikt, které
piislusnou hranu obsahuji

2. Naleznéme hrany konvexni obalky

3. Vytvoime zasobnik pro uloZeni informaci potfebnych k znovuobnoveni jiz
vytvoreného stavu

4. Vytvorme pole T, do kterého se bude zapisovat vysledna triangulace a pole
setP, ve kterém budou ulozeny hranicni polygony jesté znetriangul. oblasti

5. Do pole setP, vlozme konvexni obalku a pro vybranou hranu nastavme
ukazatel na prvni prazdny trojuhelnik obsahujici ptislu§nou hranu

6. Ulozme setP do zasobniku
7. VyzkouSejme zda trojuhelnik, na ktery ukazuje ukazatel, 1ze vlozit do
triangulace (tj. neprotina se s hranami polygonu v setP), pokud ne, zkusme
dalsi nalezené trojuhelniky ze seznamu pro pfislusnou hranu
8. |F podafilo se najit trojuhelnik, ktery lze vliozit THEN
a Uloz do zasobniku odkaz na dalsi trojuhelnik v seznamu
b. Vloz do pole T hrany trojuhelniku, které v ném jesté nejsou

c. Uloz do zasobniku pocet vlozenych hran do T

d. Zaznamenej zmény v mnozin€ polygonud SetP, které nastali
vlozenim trojuhelniku do vytvaiené triangulace

(pokracovadni na dalsi strance ...)
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e. |F triangulace je kompletni THEN
e Podi T navystup
e Odeber posledni vkladané hrany do T

e Nacti ze zasobniku setP a ukazatel natrojuhelnik, ktery se
ma vlozit do triangulace

ELSE
e Vyber ze setP polygon a hranu, s kterou se bude pracovat

e Nastav ukazatel na prvni tzv. prazdny trojuhelnik, ktery
obsahuje vybranou hranu ze setP

ELSE
a Uloz do zasobniku odkaz na dalsi trojuhelnik v seznamu
b. Odstran posledni uloZzenou polozku ze zasobniku

C. Nacti ze zasobniku setP, pocet naposledy vlozenych hrando T a
ukazatel na trojuhelnik, ktery se ma vlozit do triangulace

d. Odeber z T naposledy vlozené hrany
9. Skok nabod 6

10. Konec algoritmu

Obr. 2.3 Algoritmus metody Vkl&ddni trojithelnikii

Tento agoritmus byl implementovan pro nalezeni MWT (Minimum Weight
Triangulation) a svysledky se lze setkat opét v diplomové praci (viz [Hla01]). Pro
predstavu o rychlosti vypoctu l1ze konstatovat, ze tento algoritmus je schopen na pocitaci
DELL sprocesorem 2x650MHz a paméti 1GB najit feSeni pro mnoziny kolem 20-25
boda v realném case (fadove hodiny).
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3. Modifikace metody vkladani trojuhelniku

Metoda vkladani trojuhelnika je schopna pro obecné kritérium najit v dostupném Case
feSeni pro mnozinu fadové do 25 bodi. Bohuzel pro praktické vyuziti je toto dosti mala
mnozina. Vznikla otdzka, co vSe lze jesté vyuzit pro urychleni této metody a dosahnuti
feSeni pro vétsi mnoziny bodu.

Podivejme se na zpusob generovani triangulaci trochu odlisnym zptsobem.
Predpokladejme, ze mame mnozinu bodi a metodou vkladani trojuhelnika je generovan
vySe uvedeny strom (viz druha kapitola, obr. 2.2). Bude-li se nachézet v uzlu stromu,
ktery neni ani kofen ani list stromu, reprezentuje takovyto uzel jakousi Castecné
vytvotrenou triangulaci, ktera mize napt. vypadat tak, jak je znazornéno na obrazku 3.1.

oblast Qcomplete

oblast Qempty

—_— hrany triangulace

— hrany hraniéniho polynomu P

Obr. 3.1 Rozdéleni tzv. neuplné triangulace na oblasti
Ta mize byt rozde€lena tzv. hranicnim polygonem P (viz obrazek) na dvé oblasti:

®  Qcomplete ... Oblast, ktera jiz byla triangulovana (tj. tuto oblast tvoti jiz vlozené
trojuhelniky resp. hrany)

e  Qempty ...0blast, do které je tieba jeste vlozit trojuhelniky, aby vznikla tzv. Gplna
triangulace

Je tfeba jeSt€¢ poznamenat, Ze tyto oblasti obecné¢ nemusi byt spojité (mohou byt
rozdéleny do vice nespojitych oblasti), ale pro jednoduchost tvahy bude toto zatim
opominuto.

Stejnym pohledem se lze divat i na kofen a listy stromu, které byly ptedtim opomenuty.
Kofen generovaného stromu predstavuje netplnou triangulaci obsahujici pouze hrany
konvexni obalky. Hrani¢nim polygonem P je zde konvexni obalka, tj. oblast Qempry tvoti
plocha ohrani¢end konvexni obalkou a oblast Qcompiete tvoii tzv. prazdny prostor (jeste
nebyl vlozen zadny trojuhelnik pro zkonstruovani triangulace).

Naopak list stromu ptedstavuje tzv. Uplnou triangulaci. Hrani¢ni polygon P je jiz
Vtomto uzlu reprezentovan prazdnou mnozinou (neni jiz co triangulovat), tj. Qempy
oblast je také prézdna a oblast Qcompiere predstavuje sjednoceni ploch vsech vlozenych
trojuhelniku (vnittek konvexni obalky).

Celkove lze fici, ze vySe zavedené definice oblasti mohou byt pouzity pro libovolny
uzel stromu. Pfi tomto pohledu na generovany strom, lze zjistit, Ze v n€kterych
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piipadech jsou jednotlivé oblasti shodné, i kdyz se jedna o rlizné uzly stromu. Pro
nazornost je na obrazku 3.2 znazornén piiklad, jak takovato situace mize vypadat.

a) b) C)

Obr. 3.2 Priklad neuplnych triangulaci, které maji stejny hranicni polygon P

Bude-li se natyto uzle divat s pohledu metody vkladani trojahelniki, 1ze konstatovat, ze
stromy (nebo spiSe podstromy), které vzniknou vygenerovanim z danych uzld vsech
moznych kombinaci trojuhelnikii pro vytvofeni Uplné triangulace, jsou totozné. Prfi
hledani optima, pak Ize na ohodnocujici funkci w(T), kde T je mnozina hran
reprezentujici triangulaci zadané mnoziny bodd, nahlizet podle nasledujici rovnice:

W(T) = W(Toompiete) T W(Tery ) (3.1)

kde Tempty je mnozina hran, které byly dohledany z pocatecniho stavu (hrany pocatecni
jesté neztriangulované oblasti Qempy) & Teomplete je Mnozina zbylych hran tvotici doplnek
do mnoziny T. JednodusSeji by se dalo fici, Ze pro dany vychozi uzel reprezentujici
nedplnou triangulaci, hrany Teompiete jSOU hrany, které jsou v oblasti Q2compiete (vEetné hran
hrani¢niho polygonu P), a hrany Tempy jsou zbylé hrany, které byly dohledani pfi
triangulaci oblasti Qemyry. Pro tyto mnoziny hran plati:

T

empty

UTcompIete :T’ T

empty

mTcompIete = é (32)

Jak jiz bylo feCeno, cilem celé¢ ulohy je najit triangulaci, ktera by optimalizovala
zvolené kritérium, tj. je hledana triangulace predstavujici globalni optimum (muze se
jednat jak o minimum tak i o maximum) ohodnocujici funkce w. Bude-li vychozim
bodem libovolny uzel, ktery tvoii casteCnou triangulaci (napt. viz obr. 3.2), feSeni ulohy
pro dany uzel by se dalo matematicky zapsat nasledujicim zpusobem (viz rovnice 3.1):

W(T) = W(Tcompl ete) + Opt{ W(Te-ifmty )} Vi (33)

kde mnoziny T'empy predstavuji viechny mozné kombinace hran, které mohou nastat pii
triangulaci dané mnoziny {empry (Opét pouzita metoda vkladani trojuhelnik(l) a funkce
opt vybira tu nejlepsi kombinaci hran, kter4 optimalizuje zvolené kritérium v dané
oblasti Qemyy (iNdex i je zde pouzit pouze pro zvyraznéni, ze kombinaci hran pro
vytvofeni triangulace muze byt vice).

Nyni predpokladejme, ze budeme generovat dalsi uzly stromu a narazime na uzel, ktery
bude predstavovat triangulaci se stejnym hrani¢nim polygonem a tedy i1 oblastmi
Qcomplete & Lempty (viz obr. 3.2). Pii triangulaci oblasti Qempy a vybéru kombinace hran
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optimalizujici zvolené kritérium, zjistime, ze dostavame stejnou kombinaci hran jako
v pfedchozim ptipadé (viz rovnice 3.3). Na ohodnoceni celé triangulace W(T') bude mit
pfi porovnani té€chto dvou uzld pouze vliv ohodnoceni hran Teomplete. Hrany Tempy zde
predstavuji jakousi konstantu.

Zacina-li se objevovat pojem konstanta, vicendsobny vyskyt v agoritmu, lze s
domyslet, ze uz by se dalo premyslet o urychleni. Shrne-li se v&e, co zde bylo dosud
napsano, muze byt zpusob, jak urychlit metodu vkladani trojuhelnik, popsan
nésledovné:

Pro kazdy uzel generovaného stromu je dan tzv. hrani¢ni polygon P, ktery rozdéluje
triangulaci do dvou oblasti — oblast, ktera jiz tvoii ¢ast triangulace, a oblast, do které
musi byt vlioZzeny hrany (resp. trojuhelniky), aby vznikla uplna triangulace vstupni
mnoziny bodud. Cilem ulohy je najit triangulaci, ktera by optimaln¢ vyhovovala
zvolenému kritériu. Vygenerovanim resp. projitim celého podstromu od daného uzlu by
nemél byt zadny problém urcit, které hrany tvofi optimum triangulace daného
hrani¢niho polygonu P. Pokud se tedy tato mnozina hran uchovéa zaroven s hrani¢nim
polygonem, pfi dalsim vyskytu uzlu se stejnym hrani¢nim polygonem, muze byt jiz této
informace vyuzito, aniz by byla potieba generovat dal§i podstrom. Je ziemé, ze lepsi
feSeni triangulace polygonu P n€z bylo plavodni nelze najit. Nazornéji je na
nasledujicim obrazku uveden pfipad, jak se generovany strom pozméni.

// \ \‘\pouzvitz’ nalezeného "\‘\‘
|

optima pro polygon P

/podstrom pro nalezeni

ST
(]
e

—_———

. generovany srom -

_________

~<
-———

Obr. 3.3 Zndzornéni vyuZiti jiz nalezené optimdlni triangulace hranicniho polygonu P

rwe

Pfi jiném nahledu na obr. 3.3 lze fici, ze jsme metodu vkladani trojuhelnika rozsifili
tim, ze uz nevkladame jenom trojuhelniky, ale také i hrany, které tvofi triangulaci
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n¢jakého polygonu. OvSem je tfeba fici, zZe tyto hrany tvofici triangulaci polygonu
museli byt jiz pfedtim nalezeny. Mohou byt tedy vlozeny az teprve pii druhém, resp.
dalsim vyskytu daného polygonu pfi prochézeni stromu.

Ovsem jako vétSina véci, 1 tato modifikace ma své uskali. V tomto pfipade se jedna o
velkou pamétovou naro¢nost a rychly ptistup k nalezenym tzv. lokalnim optim (jelikoz
se jednd o optimalni feSeni triangulace polygonu, mohou se tyto dil¢i vysledky takto
nazyvat).

Pro¢ velka pamétova narocnost? Je tieba si uvédomit, ze v kazdém uzlu stromu mohou
byt ziskany rtzné hrani¢ni polygony a jelikoz se neda predem urcit, které budou
v dalsim prohledavani stromu potfeba, jevi se jako nejlepsi pamatovat si vSe, co jsme
schopni.

Tim se dostéava k druhému problému (nevnimaje omezeni velikosti dostupné paméti), a
to k rychlému zjisténi, zda pro n&jaky konkrétni polygon bylo jiz tzv. lokalni optimum
nalezeno.

Jak tyto problémy jsou feSeny se lze docist v nasledujici kapitole. Ale je§t€ nez bude
tomuto vénovana pozornost, vratme se jeSt€ na pocatek této kapitoly — predevsim
K problému, kdyz dostaneme netplnou triangulaci, ve které oblast Qempy NENi SPOjita
Priklad, jak takova to situace muze vypadat je znazornén na nasledujicim obrazku.

Obr. 3.4 Ukazka situaci, kdy neni oblast Qempry SpOjité

Pokud se vratime k metodé vkladani trojuhelnikd, lze zjistit, ze jiz byl tento problém
feSen (viz [HlaO1l]). Rozdé€leni oblasti Qempy je ekvivalentni rozdéleni hrani¢niho
polygonu na vice nespojitych polygont. V puvodni metodé se tato situace fesi tak, Ze se
nepracuje Sjednim ale s mnozinou hrani¢nich polygond. Pokud tato mnoZzina neni
prazdna, je jisté, ze jeSté nebyla vytvorena uplna triangulace. Stejnym zpusobem lze
postupovat i zde. Neni tfeba snazit se jednim krokem hnedka vytvofit vyslednou
triangulaci, ale muize byt pouzito tolik kroku kolik je nespojitych oblasti Qempry
(samoziejmé za predpokladu, Ze jiz byla nalezena lok. optima pro jednotlivé polygony
ohranicCujici této oblasti — pokud ne, je tfeba vygenerovat potfebny podstrom).

4. Poutziti hash tabulky

Jak jiz bylo v zavéru predchozi kapitoly zminéno, je tfeba navrhnout systém k uchovani
a rychlému pfistupu k nalezenym lokalnich optim pro riizné hrani¢ni polygony. Téch
muze byt pfi prochazeni generovanym stromem velmi mnoho — zalezi pouze na poctu
boda a jejich topologickém rozlozeni. Zde byla vyuZzita tzv. hash tabulka. Hlavnim
divodem, pro¢ byl pouzit praveé tento systém, bylo piedev§im pro jednoduchost
vkladani resp. odebirani dat, a i moznost rychlého vyhledavani.
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Zakladnim bodem tohoto systému je predev§im pouzit vhodnou funkci h(x) (tzv. hash
funkci), ktera by urcovala hodnotu klic¢e do dané hash tabulky. Pfiklad takovéto hash
tabulky je na nasedujicim obrézku.

h(P 0 e———>{polygon| optimum | e—}->{polygon] optimum | e— --- —>fpolygon|optimum | |
L} 1 e———> | polygon| optimum | e—->{polygon] optimum | e— --- —>fpolygon|optimum | |
2 o———>[polygon| optimum | e——>Ipolygon| optimum | @—— --- —>{polygon|optimum | |

SIZE-1 | e——>|polygon]optimum | e——={polygon|optimum | e—— .- —fpolygon|optimum | |

Obr. 4.1 Hash tabulka

Jak je z obrézku 4.1 patrné, vice raznych polygoni mizZe nabyvat stejné hodnoty hash
funkce. Tyto polygony jsou pak zietézeny (jednosmérnym seznamem) do tzv. clustert.
Pocet téchto clustert je roven délce hash tabulky (v tomto pfipadé€ je rovna konstanté
SZE). Pro co negrychlejsi pfistup k jednotlivym datim ulozenych v jednotlivych
clusterech a optimalni vyuziti hash tabulky, méli by byt zvolena hash funkce, ktera by
zajistovala nasledujici podminky:

e Dékaclusteru musi byt co nejkratsi.
e Je vyuzit cely rozsah hash tabulky pro ulozeni hodnot.

Pti volb¢ funkce nesmi byt opominuto, co bude pouzito jako vstupni hodnota pro danou
funkci. V tomto pfipadé se da predpokladat, ze to bude mnozina hran (pfesnéji indexy
téchto hran), které tvoii hrani¢ni polygon P.

Naezeni takovéto funkce je velmi obtizny ukol. Predev$im proto, ze pro obecné
rozlozeni boda nelze predem ur€it, jakych hodnot bude nabyvat vstupni mnozina hran
hash funkce (tj. hrani¢ni polygon). Presto byl navrzen algoritmus, ktery celkem dobie
(jak bude ukazéno v nddedujici kapitole) spliiuje vySe uvedené predpoklady. Tento
dany algoritmus by se dal zapsat nasledovné (viz obr. 4.2):
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int hash (unsigned int *bin_P, int numP) {

unsigned int index hash = 111 * numP;

for (i = 0; i < numblocks; i++) {
index hash = rotl(index hash,1);
index hash += bin P;

}

unsigned int tmp hash = index hash;

for (1 = K; 1 < 32; 1 += K)
tmp_hash "= index_hash >>i;

return (tmp_hash & MASK_VAL);

Obr. 4.2 Vypocet hash funkce
Vyznam pouzitych konstant a proménnych v algoritmu je nasledujci:

bin P bindrni vektor reprezentujici vstupni polygon (bit ma
hodnotu jedna, pokud hrana spfislusnym indexem je
soucasti polygonu)

numP pocet hran polygonu

numblocks  pocet blokl potiebnych pro bin. reprezentaci polygonu
(jako dat. typ reprezentujici blok je pouzit 32 bit datovy
typ, tj, velikost jednoho bloku je 4 bytes)

K udava mocninu pro vypoCet délky hash tabulky — hash
tabulka MUSI byt rovna 2

MASK_VAL hodnota rovna 2 — 1, pouzito pro prevod vysledné hodnoty
hash funkce do pfislusného rozsahu

_rotl operace rotace doleva o n bita (s pfenosem)
>> operace posunu o n bitd doprava (doplnéno z leva nulami)
A operace XOR (exclusive OR)

Samotny princip celého algoritmu je velice jednoduchy. Nejprve se v prvnim cyklu
vezmou jednotlivé bloky a na zaklad€ operace rotace a aritmetického scitani se vypocte
hodnota v rozsahu typu unsigned int (tj. neznaménkové 32 bitové celé ¢islo). V druhém
cyklu se pak toto Cislo rozdé€li na zakladé velikosti hash tabulky do blokid po K bitech a
mezi témito bloky se provede operace XOR. Vysledna hodnota je poté vracena jako
hodnota hash funkce. Aby bylo mozné provést jednoduché rozdé€leni do blokd po
K bitech pted provedenim operace XOR, je tfeba, aby velikost hash tabulky byla rovna
operace nez pouhé bitové posuny a maskovani pro ziskani vysledné hodnoty v rozsahu
velikosti hash tabulky.
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5. Vyuziti dostupné pameéti pocitace

I kdyby byla vyse uvedena hash funkce optimalni, je tfeba upozornit jesté na jeden dosti
zavazny problém a to velikost dostupné paméti. Pfestoze v dnesni dob€ lze na 32
bitovych platformach dosahnout adresace az 2GB (virtualni) paméti, nezarucCuje to, ze je
to dostatek pro uchovani celé hash tabulky. PoCet generovanych uzli (a tedy i
nalezenych lokdlnich optim) miZze byt opravdu neomezené mnoho, zaleZi pouze na
pocCtu a topologickém rozlozeni boda.

Tudiz je nasnad¢ hledat n¢jaky mechanismus, ktery by urcoval, které lokalni minima
mohou byt jiz zapomenuty a které si nadale pamatovat. Bohuzel toto nelze pro obecné
mnoziny boda predem urcit. Proto zde byl pouzit jednoduchy mechanismus zalozeny na
chronologickém potadi nalezeni jednotlivych optim, ktery se osvédcil (viz 6. kapitola).
Vzidy, kdyZz je potieba uvolnit pamét, je odstranéno ,nejstar$i“ nalezené lokalni
minimum.

Prakticky toto pouze znamena, ze se nad danymi prvky clusterl vytvari pomocny
jednocestny linearni seznam, kde se na konec ptidavaji nové vzniklé prvky a pii vybéru
prvku, ktery se ma zrusit se vybere vzdy pocatecni (viz nasledujici obrazek).

time
P s e ===
Y7 1 T

2

szet [ o [[ [ | ]

Obr.5.1 Hash tabulka s pomocnym seznamem uddvajici chronologické poradi prvkii

Na obrazku je také naznaCeno, ze jiz neni pro ziet€zeni prvku v clusteru pouzit pouze
jednocestny line&rni seznam ae dvoucestny. Toto je pouze zdivodu snadnéjSiho
vylouCeni libovolného prvku zclusteru — kazdy prvek zna svého predchiadce i
néslednika
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max. pocet

max. délka

6. Zhodnoceni metody

Pro otestovani této modifikované verze metody vkladani trojuhelnikt, bylo (stejné jako
u puvodni metody) pouzito jako ohodnocujici kritérium nalezeni triangulace
Snejkratsim souctem délek hran (Minimum Weight Triangulation). Je tieba také fici, ze
veSkeré Casy, které jsou v nasledujicich grafech uvedeny, byly naméfeny na pocitaci
firmy DELL, 2x650MHz, 1GB RAM, Windows 2000.

Ale nyni jiz pfistupme k zhodnoceni celé této metody. Prvnim co bude predevsim
zajimavé, je ohodnoceni zvolené hash funkce. Pokud by tato funkce nespliiovala
pozadované kritéria (viz 4. kapitola), urychleni, které jsme schopni dosdhnout
zapamatovani lok. optim, by bylo dosti zkreslené.

Pfi hodnoceni kvality hash funkce by mél byt predevsim kladen diraz na rovnomérné
rozmisténi dat ukladanych do hash tabulky a také na vyuziti celé délky tabulky. Pro
posouzeni obou téchto faktord jsem odzkouSel uvedenou hash funkci na desitkach
datovych mnozin a charakter této funkce si Ize prohlédnout na nasledujicim obrazku.

600 SIZE = 1024 5 1200 SIZE = 4096
[
2400 S 10004 - - - -
2200 %
2000 £ 800
1800 600
1600
400
1400
1200 200
S R 888 8RR 8 8 8 1 1001 2001 3001 4001
h(x) h(x)

a) celkovy pocet zapsanych lok. optim do jednotlivych clusterii

00 SIZE = 1024 s 100 SIZE = 4096

3 90

;80

g 70

60

50

40

30

20

10

o T T T T T T 0
2 883 98B 3R 33 8 1 1001 2001 3001 4001
h(x) h(x)

b) maximdini délky jednotlivych clusteri

Obr. 6.1 Grafy zndazornujici charakter hash funkce pri zmene délky hash tabulky
(ndhodné vybrand mnoZina 18 bodii)
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Na obrazku jsou znazornény prubéhy, které zachycuji, jak se projevi zména délky hash
tabulky pro danou mnozinu bodd. Horni graf ukazuje celkovy pocet ukladanych
polozek na dany kli¢ hash tabulky (cluster) béhem generovani stromu. Ve spodnim
grafu jsou znazornény maximalni délky jednotlivych clustert, kterych bylo béhem
vypoctu dosazeno.

Prestoze jsou na obrazku 6.1 uvedeny pouze vysledky jedné datové mnoziny, na
zakladé porovnani s dalsimi vysledky mize byt konstatovano, ze charakter této hash
funkce je pro vSechny obdobny.

Na zéklad¢ té€chto informaci lze o pouzité hash funkci celkove fici, Ze spliiuje podminku
pro vyuziti celé délky hash tabulky (coz je potvrzeno i1 na obrazku 6.1). Bohuzel
rozlozeni dat do jednotlivych clusterd jiz neni idealni. Ovsem diky tomu, Ze se pracuje
Sobecnou mnozinou bodu, lze tézko této vlastnosti dosahnout. Tedy piestoze po sobé
nasledujici délky clusteri maji spiSe zubovity charakter, mize byt prohlaseno, Zze
zvolend hash funkce je pro dané ucely postacujici.

Zaroven muze byt porovnanim horniho a spodniho grafu zhodnoceno pouziti systému
pro ,zapominani“ nalezenych lok. optim, ktery je zalozen na vyluCovani prvku
Vv chronologickém potadi (viz 5. kapitola). Horni graf na obrazku vystihuje, jaké
maximani délky by mohl cluster doséhnout, pokud by se cela hash tabulka veda do
paméti, spodni graf zachycuje skuteCnost. Jejich porovnanim lze zjistit, ze maji celkem
stejny charakter. Mize byt tedy konstatovano, Ze systém pro uvolnéni paméti zalozeny
na vyluCovani prvku v chronologickém potadi neni také prekazkou.

Dalsim meftitkem, které by mohlo slouzit pro posouzeni kvality hash funkce je
histogram zachycujici poCet clusteri s danou max. délkou. Pro rychlou préci shash
tabulkou je potieba, aby pocet clustert s velkou délkou byl pokud mozno co nejmensi.
Priklad znazoriujici takovyto histogram pro danou mnozinu bodd pfi rizném
maximalnim poctu lok. optim uloZenych v hash tabulce je zndzornén na nasledujicim
obrazku (pro jiné mnoziny boda byl obdobny).

. 100000
,§ . # 10.000 polozek
& 1000 W § ¥ I 100.000 polozek
oW A A A1.000000 polozek
1000 1 Aa A
. u m A
100 - N m . A,
® m A
10 - .
1 . !

0 2 4 6 8 10 12 14
max. délka clusteru
Obr. 6.2 Graf zndzornujici pocet max. délek clusterii pro riizné maxima hodnot

ulozenych v hash tabulce (méreno nad stejnou mnoZiou 18 bodii, SIZE = 65536, celkovy
pocet nalezenych lok. optim = 533247)

Z uvedeného grafu je patrné, ze dana hash funkce ma (obrazné feCeno) docela p&kné

vlastnosti — srostouci délkou clusteru pocet clustert dané délky celkem rychle klesa.
Také si 1ze povSimnout, Ze tabulka obsazuje fadu clustert, které maji nulovou délku. To
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je piedevsim zptsobeno, dosti velkou délkou tabulky (SIZE = 2 polozek). Dalo by se
fici, Ze zvétSovani délky tabulky ma vtomto smyslu negativni vliv, ade jak je na
nasledujicim obrazku zndzornéno, na druhou stranu to vede k celkovému snizovani
poctu dlouhych clustera.

100000

@ size = 65536
M size = 16384
a size = 4096
X size = 1096

10000

1000 3

pocet clusterii

100

) Aoy, 2
] A A
4 A 4 A
A ‘ || A A
[ ] Al
80 100 120 140 1

0 20 40 60

60

max. délka clusteru

Obr. 6.3 Graf zndzornujici zménu poctu clusteriu se stejnou délkou pri zméné délky hash
tabulky (stejnd datovda mnozina 18 bodu jako u obr. 6.2)

Shrne-li se vse, co bylo dosud zjisténo, Ize fici, Ze ¢im vétsi bude délka hash tabulky,
tim bude mensi délka clusterd a tim bude rychlejsi vyhledavani ulozenych hodnot
v jednotlivych clusterech. Oviem srostouci délkou hash tabulky nam roste i pamétova
naro¢nost pro jeji vytvoreni. Je tedy vhodné zvolit néjaky kompromis, mezi témito
dvéma faktory.

V tomto piipadé je hash tabulka rozdélena do 2% clusterd, tj. tabulku tvoii 65536
clusterd. Tato hodnota byla zvolena jednak s ohledem na rozsahy dostupnych datovych
typu a velikost potiebné paméti pro vytvoreni prazdné hash tabulky (fadoveé megabyty).
Po posouzeni Kkvality hash funkce a pfiblizném odhadu nastaveni potiebnych
verze metody vkladani trojahelnikt z Casového hlediska.

Jak jiz bylo v uvodu feCeno, doba potfebna pro nalezeni vysledku je zavisla na tade
faktort. Z hlediska zjistovani zavislosti na velikosti vstupni mnoziny bodu, je
nejnepiijemnéjsi zavislost na topologickém rozlozeni jednotlivych bodl. Diky této
zavislosti, potiebny Cas pro nalezeni vysledku pro stejn€ velkou vstupni mnoZzinu, muze
byt dosti odlisny. Proto je tfeba brat uvedené ¢asové hodnoty jako orientacni.

Vysledné Casové charakteristiky v zavislosti na velikosti datové mnoziny jsou
zobrazeny na nésledujicim obrézku 6.4.
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Obr. 6.4 Doba potiebna pro nalezeni MWT v zavislosti na poctu bodii. Uveden pitvodni
algoritmus a modifikovana metoda s riiznou max. hranici dostupné paméti pro hash tab.

Jak jiz bylo v pfedchozim odstavci uvedeno, doba potiebna pro nalezeni ruznych
datovych mnozin muze byt dosti odlisSna. Aby tento problém byl pokud mozno
minimalizovan, je v grafech uvedena primérna hodnota Cast ziskana z nékolika méteni
stejné velkych datovych mnozin (tj. mnoziny se stejnym poctem bodi). Z grafu je i
patrné, jak se podafilo diky pamatovani si nalezenych lokalnich optim urychlit pavodni
algoritmus metody vkladani algoritmd. Je zde uvedeno hnedka nékolik prabéhu, které
znazoriuji, jak se bude ménit vyslednd Casova kfivka se zvySujici se pamétovou
naro¢nosti. Uvedené hodnoty max Vv grafu udavaji kolik mize byt maximalné ulozeno
lok. hodnot v hash tabulce (viz 5. kapitola).

7. Zavér

Z uvedenych vysledkt je ziejmé, ze vyuzitim paméti, kterou je nam schopen pocitaé
Vv souCastné dobé nabidnout, lze posunout hranici nalezeni triangulace zadanych
vlastnosti brutalni silou o néco vySe nez u puvodni metody Vklddani trojuhelnikii (viz
[HlaO1]). Ptesto je tfeba upozornit, ze dosazené urychleni nefesi dany problém. Stale se
jedna o nepolynomialni Casovou slozitost.

Dalsi moznostmi urychleni algoritmu je vyuziti paralelismu, resp. distribuce vypoctu
viz[HIa01] a pfiloha A. Bylo ukazano, ze touto technikou nelze pfekonat feSeni
problému. Lze pouze posunout jiz zmifiovanou hranici maximalniho poctu bodd o néco
dal (fadové jednotky boda).

Podedni moznosti urychleni algoritmd je vyuziti nékterych matematickych formuli,
které¢ byly pro dané kritérium dokazany. VétSinou vedou k nalezeni Casti hledané
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triangulace pomoci algoritmu s polynomialni ¢asovou slozitosti. Oviem zbytek je opét
tfeba dopocitat brutalni silou, tj. pouzit algoritmus s nepolynomialni ¢asovou slozitosti.
Pro MWT existuje fada téchto matematickych formulaci. V [HIa01] je uveden vliv
NNG a Diamond testu na rychlost vypoctu. Ziskané vysledky ukazuji, ze pokud dany
test neni dostatecné dobry a nenalezne vétsinu hledané triangulace, ovlivni vysledny Cas
pouze minimalné. Napf. pomoci uvedenych testd se nam podafilo posunout hranici
fadové o né€kolik bodu. Z kategorie velmi dobrych testi lze napfiklad uvést LMT
skeleton (viz [Bei97], [Dic96]), pomoci kterého (soucastné s modifikovanou metodou
vkladani trojuhelnikd) lze nalézt MWT tadove 100 az 150 bodu (viz piiloha D), kde ale
zalezi na topologickém rozmisténi bodd v roving.

Zaveérem lze fici, ze sice 1ze problém nalezeni triangulace podle obecného kritéria fesit,
ale bohuzel pro celkem malé mnoziny boda. Pokud bychom chtéli ziskat lepsi vysledky
je tfeba v&dét o daném kritérium vice informaci, které by se dali vyuzit pro zmenSeni
vstupni mnoziny algoritmi. Velmi dobrym piikladem nam miZze byt vyse uvedené
MWT, kde jsme se diky LMT skeletonu dostali z pivodnich fadové 20-30 boda na
hranici 100-150 bodu.

Nicméné€ na zakladé provedenych experimentu lze konstatovat, ze po pouziti hashovaci
funkce a LMT skeletonu pro MWT kritérium, Ize dosdhnout generovanim
trojuhelnikovych siti brutalni silou pro N v rozsahu cca 100-150 bodu v piijatelném Case
cca jednotky az desitky hodin.
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Priloha A — Dodatek

Al. Metoda vkladani trojahelniku

Tato kapitola obsahuje dopliujici informace k metodé vkladani trojuhelnikd, ktera byla
popsana v kapitole 3.5 préace [HIa01]. V prvni ¢asti kapitoly je rozebrano, jaky vliv bude
mit pouziti predzpracovani (Diamond test a NNG test) na rychlost nalezeni MWT (4j.
triangulace sminimalni sou¢tem délek hran). Druha cast je zaméfena na moznost
vyuziti distribuovanych systému pro urychleni nalezeni MWT pomoci pfislusné
metody.

Al1.1. Pouziti urychlovacich technik pro nalezeni MWT

Ve Ctvrté kapitole diplomové prace [HIa01] (déle jen DP nebo diplomova préace) byly
popsany dvé predzpracovani, které lze pouzit pro urychleni nalezeni MWT. Jedna se o
tzv. Diamond test a NNG test. Vysledky vlivu jednotlivych testd na rychlost vypoctu
byly ptvodné odzkouseny na metodé odebirdni hran z Gplného grafu a jsou uvedeny
Vv téze kapitole.

Tyto ptedzpracovani lze samoziejmé pouzit i na zbylé metody. V této kapitole je
popsano, jakym zpusobem bude ovlivnéna rychlost vypoctu pii pouziti téchto testi na
tzv. metodu vkladani trojihelnika (viz kapitola 3.5 DP).

Al.1.1. Diamond test

Jak jiz bylo diive feCeno (viz kapitola 4.1 DP), pomoci Diamond testu lze najit nékteré
hrany, u kterych je zaru€eno, zZe nemohou byt souc¢asti hledané MWT. Pfi pouziti tohoto
testu, u metody odebirani hran z Uplného grafu, byly tyto hrany odebrany hnedka na
zaCatku, takze se s nimi jiz nepracovalo. Dale také byly ze zbylé mnoziny hran
odebrany 1 hrany, které se jiz neprotinali s zaddnou jinou hranou. Ty naopak musi byt
soucasti hledané MWT. Diamond test tedy mé¢l hnedka dvoji vyuziti. Nejdiive snizil
vstupni mnozinu hran o hrany, které nemohou byt v MWT, a potom ze zbylych hran
byly jesté vylouCeny hrany, které naopak do MWT patfi.

Pti pouziti tohoto testu v metodé vkladani trojahelniku, je tieba si nejdfive uvédomit, ze
se jiz zde nenahlizi na triangulaci jako na mnozinu hran, ale jako na mnozinu
trojuhelnikti. Zakladnim elementem v této metod€ jiz neni hrana, ale tzv. prazdny
trojuhelnik (dde jen trojuhelnik).

Vstupni mnozinou algoritmu je tedy mnozina trojahelniki. Bude-li zjisténo, ze néjaka
hrana nemuze byt souCasti hledané triangulace, mohou byt vylouCeny ze vstupni
mnoziny vSechny trojuhelniky, které danou hranu obsahuji. Ty se uz v hledané
triangulaci objevit nemohou.
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V opacné situaci, kdy se podafi najit hranu, kterd naopak je soucasti hledané
triangulace, neni vyuziti této informace tak jednoduché jako v pfedchozim ptipadé. Aby
se dalo prohlasit o n¢€jakém trojuhelniku, ze bude vzdy soucasti hledané triangulace,
musi byt vSechny tfi hrany, které tvoii trojuhelnik soucasti hledané triangulace. I piesto,
ze by se podafilo najit néjaky takovyto trojuhelnik, jeho vylouceni ze vstupni mnoziny
algoritmu a prohlaSeni o ném, ze patii do MWT neni mozné.

V algoritmu metody vkladani trojuhelnikii se pracuje s polygonem, ktery tvoii tzv.
neztrianulovanou oblast (viz popis agoritmu — kapitola 2.5 DP). Pokud bychom tyto
trojuhelniky vyloucily ze vstupni mnoziny, museli bychom neustale kontrolovat, zda
vySe uvedeny polygon ndhodou nenarazil na n&jaky takovyto trojuhelnik a piipadné
polygon piisluiné modifikovat. To by samoziejm& vedlo k znaénému zvySeni slozitosti
algoritmu.

Souhrnem lze tedy fici, ze pro urychleni metody vkladani trojuhelniku je mozné pouze
vyuzit informace o hranach, které nabudou soucasti hledané triangulace. Ze vstupni
mnoziny algoritmu jsou vylou€eny vSechny trojuhelniky, které n€jakou takovouto hranu
obsahuji Tim se snizi vstupni mnozina algoritmu, coz samoziejmé vede k urychleni.

Pii ovéteni, jak velkého urychleni se podafi dosahnout pouzitim tohoto piedzpracovani,
bylo postupovano stejné jako ve vSech predchozich ptipadech (viz uvod tfeti kapitoly
DP, strana 36). Bylo vytvofeno nékolik pocate€nich mnozin s minimalnim poctem
boda. Soufadnice bodi byly vygenerovany pomoci generatoru nahodnych Cisel
srovnomérnym rozdélenim. Pro tyto mnoziny se zméfil Cas potfebny pro nalezeni
MWT piislusnou metodou a z vyslednych hodnot se urcila praimérna hodnota. Poté byl
do danych vstupnich mnozin pfidan dalsi ndhodné vygenerovany bod a cely postup se
opakoval.

Vydednou Casovou charakteristiku si 1ze prohlédnout na nasledujicim obrazku Al1.1.1.
Pro testovani byl pouzit pocita¢ DELL, PentiumlIl, 2x450MHz, 1GB RAM.

= 1000
g —&—bez
';‘ predzpracovani
8 107 _w Diamondtest |
104 - A
14 - - oo oM
014 - S
0014 - - - - - o
0.001 T

M0 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21

pocet bodit

Obr. A1.1.1 Zavislost doby vypoctu nalezeni MW T metodou vkladdni trojuhelniku na
velikosi vstupni mnoziny bodii pri pouziti Diamond testu v predzpracovdni (o= 1t 14,6)
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Z uvedenych charakteristik se da odhadnout, ze se podafilo urychlit metodu vkladani
trojuhelnikti pro mnoziny 15 az 20 bodu fadoveé tak 10krat. Vyrazné zlomy v prubéhu
kiivky jsou predev§im zpusobeny poétem vyloucenych hran pomoci Diamond testu,
ktery je zavisly na topologickém rozlozeni bodu.

Presngjsi charakteristika prabéhu urychleni v zavislosti na rozlozeni bodu je znazornéna
na nasedujicim obrazku (viz obr. Al1.1.2.). Koeficient urychleni je poc&itan podle
nésledujiciho vzorce:

(A1.1.1)

kde ty je Cas potiebny pro vypolet bez pouzit Diamond testu a tgam je Cas, ktery je
potiebny pro vypocet, pokud bude Diamond test pouZit.

100

urychleni S

1 T T T T T T T

10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
pocet bodit

Obr. A1.1.2 Charakteristika urychleni metody vkladdni trojuhelnikii s pouZitim
Diamond testu (o= 7 /4,6) v predzpracovani v zavislosti na poctu bodu

Bohuzel z charakteristiky prubéhu kfivky nelze mnoho vy¢ist. Da se pouze konstatovat,
ze kiivka ma s pfibyvajicim poctem bodi vstupni mnoziny vzestupny charakter.
Prerusovanou carou je v grafu naznaCen prubéh exponencialni funkce, ktera byla
spoCtena na zakladé aproximace danych hodnot. Zanedba-li se odchylka hodnot od dané
funkce, dalo by se fici, Zze urychleni ma pfiblizné takovyto charakter. OvSem pro
presngjsi odhad prabéhu kiivky by bylo tfeba mnohem vice hodnot, coz bohuzel
z ¢asovych naroka potiebnych pro vypocet neni realizovatelné.
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Al.1.2. NNG test

Dalsi zuvedenych predzpracovani byl tzv. NNG test (podrobnéji viz kapitola 5.2 v DP).
Pomoci tohoto testu se dé najit nekteré hrany, které patii do MWT. OvSem jak jiz bylo
feCeno v predchozi kapitole zabyvajici se Diamond testem, vyuziti znalosti hran
patficich do hledané triangulace je u metody vkladani trojuhelnikii problematické.
Ovsem presto lze 1 tento test pouzit pro urychleni algoritmu. Pokud je totiz nalezena
né¢jaka hrana patfici do MWT, mohou byt vylouCeny vSechny hrany, které se s patfi¢nou
hranou protinaji. Timto tedy dostaneme mnozinu hran, které opét v MWT byt nemohou
a mizeme stejnym zpusobem jako u Diamond testu snizit vstupni mnozinu trojuhelniki.
Pro ovéfeni, jak velmi se ovlivni rychlost vypoCtu pii pouziti tohoto testu byl pouzit
steiny postup jako v piedchozim piipadé. Vyslednou Casovou charakteristiku (testovano
na stejném pocitaci) si lze prohlédnout na nasledujicim obréazku.

= 1000
§ —&o—bez
g L
@ 100 predzpracovani
b 1| —m—NNGtest |~~~ ]
10 -
1 i
0.1 -
0.01 -
0.001

10 1" 12 13 14 15 16 17 18 19 20

pocet bodit

Obr. A1.1.3 Zavislost doby vypoctu nalezeni MW T metodou vkladdni trojuhelniku na
velikosti vstupni mnoziny bodu pri pouziti NNG testu v predzpracovdni

Je patrné, Ze tento test neovliviiuje dobu potiebnou pro vypocet tak siln¢€ jako Diamond
test. OvSem piece jenom i zde bylo né&akého urychleni dosazeno. Vezme-li se v Uvahu
doba pottebna pro provedeni NNG testu, kterd je pro takovyto maly pocet zanedbatelna
(sloZitost algoritmu je O(N?)), da se fici, Ze i zde doglo k ur&itému pokroku.

Presnéjsi prubeh urychlovaci kfivky je znazornén na obrazku A1.1.3. Urychleni je zde
pocitano stejnym zpusobem jako u Diamond testu:

(A1.1.2)
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tor je Cas potfebny pro vypocet bez pouziti NNG testu a tyne je Cas, ktery je potiebny
pro vypocet, pokud bude NNG test pouzit.

10 1" 12 13 14 15 16 17 18

pocet bodit

Obr. A1.1.4 Charakteristika urychleni metody vklddani trojuhelnikii s pouzitim NNG
testu v predzpracovdni v zavislosti na poctu bodii

Z vysledného prabéhu kiivky se bohuzel neda mnoho fici. Je vidét Zze urychleni
algoritmu neni moc velké a charakter kfivky lze t€zko né€jakym zpisobem popsat. Zda
se, ze s rostoucim poctem bodu kfivka méa primérné vzestupny charakter. Pokles kiivky
v nékterych mistech, je zpusobem silnou zavislosti poctu vylouenych hran NNG
testem na topologickém rozlozeni boda Tato zavislost je rozhodné€ vétsi nez u Diamond
testu.

A1.1.3. Pouziti Diamond testu a NNG testu soucastné

Cilem celé prace je predevsim v realném Case nalézt pozadovanou triangulaci pokud
mozno pro co nejvetsi pocet bodua. Je tedy vyhodné pouzit obé predzpracovani
soucastng. Jejich Casova sloZitost je polynomialni (Diamond test ma sloZitost O(N®) a
NNG test ma slozitost O(N?), kde N je pocet bodi) a pro takto malé mnoZiny bodd je
Vv podstaté prakticky nulova.

O mnozinach vylouc¢enych hran jednotlivymi testy obecné plati, ze jejich prunik nemusi
byt prazdna mnozina, ale zaroven se neda fici ani to, Ze by jedna mnozina byla zarovein
podmnozinou druhé. Vysledné urychleni se tedy bude pohybovat mezi urychlenim,
které je mozné dosahnout pouzitim Diamond testu (to se pramérné jevi vétsi nez u NNG
testu), a maximalnim urychlenim, které je rovno souctu urychleni jednotlivych testti
pouzitych nezavisle na sobé.

Casovy prob&h rychlosti vypodtu pifi pouZiti obou testd zarovefi, je zobrazen na
nésledyjicim obrazku (viz obr. Al.1.5). Pro lepsi porovnani, jsou do grafu pfidany i
Casové prubéhy naméfené jak bez pouziti predzpracovani, tak i pfi pouziti pouze
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jednoho testu. Vysledné casy byly naméfeny opét na stejném pocitai (DELL,
Pentiuml 11, 2x450MHz, 1GB RAM).

~, 1000
[
g —&—bez predzpr.
L=
’g 100 | —#—Diamondtest |
© —A—NNG test
—O— Diamond&NNG test
10+ ------"F~ - - S
14 - - - -
01+ -----------/8 - - -/ - - - -
001+ ----- - A " - - - - - - - -
0.001 -

10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21
pocet bodit

Obr. A1.1.5 Zavislost doby vypoctu nalezeni MW T metodou vkladdni trojuhelniku na
velikosti vstupni mnoziny bodii pri pouZiti predzpracovdni

Porovn&li se prabéh pii pouziti obou testd soucastné s asovym prabéhem, ktery byl
ziskan pouze pouzitim Diamond testu lze fici, ze vyslednych charakter kiivky se o moc
nezménil. To je patrné i z gafu urychleni, ktery je zobrazen na obrédzku A1.1.6, ktery se
velmi podobna grafu urychleni pro Diamond test (viz obr. A1.1.2.).

100

urychleni S

10 1

1

10 11 12 13 14 15 16 17 18 19
pocet bodii

Obr. A1.1.6 Charakteristika urychleni metody vkladdni trojuhelnikii s pouZitim
Diamond testu (o = 7 /4,6) a NNG testu v predzpracovdni v zavislosti na poctu bodii
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Al.2. Priblizny ¢asovy odhad ¢asové naroc¢nosti vypocCtu

Kftivky, vyjadfujici Casovou zavislost doby potiebnou pro vypocet v z&vidosti na
velikosti vstupni mnoziny bodi (viz obrazek Al.1.6), maji téméf exponencialni
charakter. Na zaklad€ této skuteCnosti by se dal z uvedenych hodnot odvodit pfiblizny
odhad doby potiebné pro vypolet pro rozsahlejsi mnoziny bodi. Vysledkem by méla
byt funkce v nasledujicim tvaru:

fiN)=a-m" (A1.2.1)

kde a amjsou konstanty charakterizujici prubéh dané kiivky a N je pocet bodu.
Na zakladé aproximace hodnot, byly odvozeny nasledujici rovnice:

fr (N)=3.72-107" - (4.894)"

(A1.2.2)
1o (N)=8.53-10"" - (4.004)"

kde tgr je funkce odhadované Casové naroCnosti pro metodu bez pouziti predzpracovani
a tpr je funkce odhadované Casové naroCnosti s pouzitim obou piedzpracovani
(Diamond a NNG testu). Samoziejmé je nutné take fici, ze tyto rovnice plati pouze pro
pocitac, na kterém byly Casy naméfeny (DELL, PentiumllIl, 2x450MHz, 1GB RAM).
Zpusob jakym uvedené funkce aproximuji naméfené hodnoty si lze prohlédnout na
nasledujicim obrazku, kde prabéhy jednotlivych funkci jsou naznaeny pierusovanou
carou.
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Obr. Al.2.1. Odhadovany cas Zavislost doby vypoctu nalezeni MW T metodou vkldddni
trojuhelniku na velikosti vstupni mnoZiny bodii pri pouZiti NNG testu v predzpracovdni
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A2. Distribuce metody vkladani trojuhelnika

Dalsi moznosti, jak urychlit dobu potiebnou pro vypocet, je vyuziti distribuovanych siti.
V dnesni dobé je to dosti populdrni trend a jiz jsou k dispozici lokalni pocitacové site
skladajici se az ze stovek pocitaci.

V paté kapitole DP byla tato moznost urychleni doby vypoétu popsana pro metodu
odebirani hran z tplného grafu. Byly zde uvedeny i ptipadné modifikace, které je tieba
udélat pro zajisténi spravné funk¢nosti programu v distribuovaném prostredi.

V nédedujicim textu bude provedena podobnd analyza pro metodu vkladani
trojuhelniku.

A2.1. Modifikace metody

Stejne jako tomu bylo u metody odebirani hran, je tfeba rozd¢lit generovany strom na
Casti, které se potom budou moci ptidélit jednotlivym pocita¢im tvofici sit, na kterou se
bude vypocet distribuovat. Kdyby byla sit’ tvofena ze stejnych typa pocitaci a dala by
se zanedbat 1 rychlost komunikace mezi jednotlivymi pocitaci, stacilo by generovany
strom rozdé¢lit na tolik stejné velkych podstromu, kolik je pocitacli. OvSem to obecné
neplati ai kdyby tomu tak bylo, nebylo by to prakticky mozné, protoze se neda predem
urcit kolik uzld bude generovany strom mit.

Je tedy otazka, jakym zpusobem generovany strom rozdélit tak, aby byla zaruCena
dobré efektivita vypoctu, tj. aby vSechny pocitace dopocitaly piiblizné ve stejnou dobu.
Tento problém je vyfesen velmi jednoduse.

Jeste pred tim, nez je vypocet spustén v distribuovaném prostiedi, je na fidicim pocitaci
vygenerovana Cast stromu pomoci strategie prohledavani stromu do Sitky
(viz definice 2.10. v DP). Duvod zvoleni této strategie je ndsledujici:

Na zakladé znalosti, ze vSechny triangulace jsou sloZeny ze stejného poctu trojuhelnikt
(viz véta 2.2. v DP), da se predpokladat, ze uzly, které se nachazeji ve stejné hloubce
vytvafeného stromu, budou mit pfiblizn€ stejn€ rozsahlé¢ podstromy. Zpracovani téchto
uzIt by mélo byt tedy pfiblizné stejné Casoveé narocné.

Zminovana strategie upfednostiiuje pii expanzi uzli pravé uzly s nejmendi hloubkou ve
stromu, tj. dokud neni provedena expanze vSech uzlid v dané hloubce stromu,
neexpanduji se uzly svétsi hloubkou. Podrobnéji je cely algoritmus popsan
v nasledujici kapitole.

A2.2. Popis algoritmu

Jak jiz bylo feCeno, prvnim krokem pfed distribuovanim vypoctu na dalsi pocitace je
vytvoreni urCitého poctu nezpracovanych uzli pomoci strategie prohledavani stromu do
Sitky. Tyto uzly budou poté rozeslany mezi jednotlivé pocitace, na kterych by mél
vypocet probihat. Zde se s nimi bude pracovat jako kdyby predstavovali kofenovy uzel
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generovaného stromu a budou podle toho nalezité zpracovany. Pro jejich zpracovani
muze byt pouzit pivodni verze algoritmu vkladani trojahelnikd, ktery byl popsan
Vv kapitole 3.5 diplomové prace (viz obr. 3.5.2 v DP). Pouze jedinou zménou bude to, zZe
kotfenovym uzlem nebude jiz polygon reprezentujici konvexni obalku, ale prave dany
uzel, ktery ma byt zpracovan.

Pro zajisténi potfebné komunikace mezi jednotlivymi pocitaci a distribuce dat, byl
pouzit systém GSD (General Systém for Distribution), ktery je v soucastné dobé vyvijen
na Zapadoceské univerzité (podrobné&jsi informace 0 tomto systému Ize ngjit v piiloze C
diplomové prace). Podstaté se jedna o systém, ktery paralelizuje Ulohy ve smyslu
farmer-worker, tj. je jeden fidici pocita¢, ktery rozdéluje praci svym , podiizenym*
pocitacim (délnikim) a po dokonCeni prace, opét prevezme patii¢né vysledky. Cely
systém poskytuje dve zakladni funkce:

e zajisténi komunikace mezi fidicim pocitatem a pocitai, na kterych bude
probihat vypocet

e zajisténi efektivniho rozde€leni prace mezi jednotlivé pocitace

V podstaté se jednd o ndstroj, ktery umoziiuje uzivateli navrhnout algoritmus pro
pouziti v distribuovanych systémech tak, aby se uzivatel nemusel zabyvat vécmi
tykajici se samotné distribuce vypoctu.

Uloha je rozdélena na dil&i podulohy, které v tomto piipadé jsou reprezentovany uzly
vytvofenymi v sekvencni Casti algoritmu (strategii prohledavani stromu do Sirky).
Systém GSD potom =zajisti rozeslani téchto dil¢ich podualoh ostatnim pocitatim, na
kterych jsou patfi¢né zpracovany.

Cely program je v podstaté navrzen jako nékolik funkci, které jsou volany systémem
GSD. Nazvy 1 vyznam jednotlivych funkci je pevné stanoven a jejich podrobny popis
|ze ngjit v ptiloze A na konci této prace. Hruby nahled na rozvrzeni celého programu do
jednotlivych funkci si |ze prohlédnout na obrézku A2.2.1.

vvvvvv

e Navrzeni algoritmu pro vytvofeni tabulky podaloh pomoci strategie
prohledavani uzlu do 8itky (tfeti bod ve funkci LoadData)

e Navrzeni algoritmu pro vygenerovani stromu od vybraného uzlu s piipadnym
ohodnocenim nalezenych triangulaci (druhy bod funkce RunAlgorithm)

Zbyla Cast popisu bude proto zaméfena prave na tyto dveé Casti, které v podstaté tvori
jédro celého agoritmu.
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InitMaster DLL

Nacteni konfigura¢niho
souboru (nézev vstupniho
souboru, pocet bodd,
nastaveni pfedzprac. ...)

L cadData

1. Nacteni vst. mnoziny bodu

2. Piedzpracovani (vytvoreni
pottebnych tabulek,

Diamond, NNG test ...)

3. Vytvofeni muzli stromu
strategii prohledavani
stromu do $itky a jejich
ulozeni do tabulky poduloh

GetlnitialData

Zaslani vstupni mnoziny
bodu a informaci, ktera
pfedzpracovani maji byt
provedena ostatnim
pocitattm

GetData

Vyber z tabulky poduloh
uzly, které maji byt na daném
pocitati zpracovany a podli
mu je

SetData

Porovngj ziskanou triangulaci
sdosud nejlepsi, piipadné si
ji zapamatuj

SaveData

Ulozeni vysledné nalezené
triangulace

FinishMaster DL L

Konec programu

master — Fidici pocitac

InitSlaveDL L

1. UloZeni vst. mnoziny
bodi

2. Piedzpracovani
(vytvofeni potiebnych
tabulek, Diamond, NNG

RunAlgorithm

1. Nacteni uzlu, které maji
byt zpracovany

2. Zpracuj jeden uzd ze
zadanych uzli (puvodni
verze algoritmu metody
vklédani trojuhelniku, kde
kofenovym uzlem je dany
uzel

3. Dokud existuje uzel, ktery
ma byt jesté zpracovan,
opakuj krok 2.

GetResult

Vrat’ dosud nejlepsi
nalezenou triangul aci

FinishSlaveDL L

Konec programu

daves — obsluhované poditace

Obr. A2.2.1 zZakladni popis funkci jednotlivych procedur pro implementaci metody
vkladdani trojithelniki v systémem GSD
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A2.2.1. Algoritmus vytvoreni tabulky uloh

Pod pojmem tabulka Uloh je skryta tabulka, ve které jsou ulozeny uzly stromu, které je
tieba dale expandovat, aby byl vygenerovan kompletné cely strom. Jak jiz bylo
n¢kolikrat zminéno tabulka uloh je vytvofena pomoci strategie prochazeni stromu do
S$itky. Hlavnim davodem volby této strategie bylo predevsim, aby v tabulce byly
ulozené uzly, jejichz dalsi expanze by byla pfiblizné€ stejné Casové narocna. Pokud je
uloha rozdélena na pfiblizne stejné rozsahlé podulohy, lze lépe odhadnout, jakym
zpusobem zpracovani téchto podualoh rozvrhnout mezi jednotlivé pocitale, aby byly
efektivné vytizeny po celou dobu vypoctu. Pridélovani jednotlivych poduloh ma na
starosti samotny systém, neni tedy duvod se timto problémem dale zabyvat. Jediny
nasim tkolem je pouze rozdélit strom na patfi¢ny pocet podstromu.

Na nasledujicim obrazku je zobrazen strom, kde u jednotlivych uzld jsou pfidélena Cisla
symbolizujici pofadi, ve kterém je tfeba provést expanzi uzlu, aby byla dodrzena
strategie prohledavani stromu do Sirky.

Obr. A2.2.2 Priklad stromu s naznacenim poradi (pomoci ocislovani nékterych uzli), ve
kterém je strom prochdzen pri pouZiti strategie prohleddvani stromu do Sirky

Ve vysledné tabulce uloh by meli byt uloZeny pouze uzly, které nebyly jeste
expandovany. Je-li tedy provedena expanze daného uzlu, Ize ho poséze zapomenut.
Staci si pamatovat pouze nove vzniklé stromy uzly.

Popis algoritmu, ktery vytvaii vyslednou tabulku uloh na zéklad€ uvedené strategie
prochazeni stromu, je stru¢né uveden na obrazku A2.2.3. Vstupnim bodem algoritmu je
puvodni kofenovy uzel stromu (tj. konvexni obalka zadané mnoziny bodi) a také
pozadovana velikost tabulky, kterd ma byt vytvorena. Pokud tabulka bude obsahovat
zadany pocet uzli nebo dokonce bude piekroCen, expanze dalSich uzli se jiz neprovadi
a algoritmus koni.
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1. Vytvoieni kofenového uzlu (tj. uzlu, ve kterém hrani¢ni polygon tvofi hrany
konvexni obalky) a uloZeni jej na prvni polozku tabulky (index 0)

2. Nastaveni My na hodnotu rovnou poétu uzli, které je tieba vygenerovat
zmens$enou o jednicku

3. Nastaveni indexu na aktuélni polozku tabulky i, indexu na posledni obsazenou
polozku tabulky imax a indexu na posledni polozku tabulky s aktualni hloubkou
stromu maXgeep na hodnotu 0 (prvni polozka tabulky)

4. Nastaveni log. proménné existNew = FALSE (udava, zda expanzi uzlu v dané
hloubce stromu vznikly nové uzly, které by se dali dale expandovat)

5. Provedeni expanze uzlu, na ktery odkazuje do tabulky index i a ulozeni nové
vzniklych uzlii na konec tabulky

6. |F pocet nov¢ vzniklych uzli je vétsi nez nula THEN
a. Piepsani v tabulce polozku i posledni zapsanou polozkou
b.  ZvySeni hodnoty imax 0 pocet nové vzniklych uzli bez jedné
c. existNew= TRUE

7. IF imax >= Mmax THEN
a Skok nabod 10

8. IFi=maXgeep THEN
a |F existNew= FALSE THEN Skok nabod 10
b. =0, MaXgeep = imax, EXIStNew = FALSE

ELSE

a zvyseni indexui o jednicku

9. Skok nabod 5

10. Konec algoritmu

Obr. A2.2.3 Popis algoritmu vytvoreni tabulky tiloh na zdkladeé strategie prochdzeni
stromu do Sirky
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Piiklad zptisobu fungovani uvedeného algoritmus je demonstrovan na nésledujicim
obrézku (viz obr. A2.2.4), ve kterém je naznaCen postup, jakym zpusobem se vypliuji
hodnoty v tabulce pro strom, ktery mé stejnou strukturu jako je uvedeno na obrazku A
A2.2.2. Uvedené hodnoty Vv jednotlivych polozkach tabulky odpovidaji ¢islim uzl,
které jim byla ptidé€lena (viz obr. A2.2.2) a uvedené tabulky odpovidaji stavu, ve kterém
se nachazeji pred provedenim expanze daného uzlu (tj. pfed provedenim kroku 5 podle
daného agoritmu).

Iy T MBXgeep [
—> 1 —> 6 . 16 8 8
2 S ) . 2 10
3 3 L 3 3 ,

. 4 . 4 4 — > 4

e Mo 15 s M o [ s XN s maxdi)
14 . 14 14
15 I . 15

7 e
a) {ddnd expanze b) prvni expanze c) druha expanze d) tieti expanze  e) Ctvrtd expanze

Obr. A2.2.4 Postup vyplnéni hodnot v tabulce Uloh pro strom zobrazeny
na obr. A2.2.2 (uvedend cisla v tabulce odpovidaji ¢isliim jednotlivym uzliim stromu)

Dalo by se podotknout, Ze uvedeny algoritmus nezpracovava uzle v presném poradi, jak
je uvedeno na obrazku A2.2.2. To je zpusobeno tim, ze posledni uzel vznikly expanzi,
se pfesouva v tabulce na pozici uzlu pivodniho. OvSem zakladni princip strategie
prohledavani stromu do S$ifky neni timto néjak naruSen a tedy uvedeny algoritmus je
pln€ funkéni.

Doposud se zde hovotilo obecné o uzlech stromu. Ovsem je nutné si uvédomit, ze uzly
generovaného stromu reprezentuji tzv. nedplné triangulace, které jsou vytvareny podle
daného agoritmu, tj. metody vkladani trojuhelnika. Priklad, jak takovyto strom mize
vypadat, |ze nalézt na obrézku 3.5.2 v DP. Aby mohla byt provedena expanze daného
uzlu (at’ se jedna o strategii prohledavani stromu do Sitky nebo do hloubky) je tfeba
zajistit, ze v daném wuzlu budou ulozeny veskeré potiebné informace popisujici
ptislusnou neuplnou triangulaci.

Jeste pred tim, nez zde bude popsana zvolena datova struktura popisyjici dany uzel, je
tieba seznamit se s dalSimi tabulkami, které se vytvareji b&hem piedzpracovani
z davodu usnadnéni prace a samoziejme i1 z divodu urychleni algoritmu. Bez jejich
pochopeni si Ize jen tézko ptedstavit vyznam jednotlivych polozek struktury popisujici
uzel generovaného stromu.

Jak je jiz u metody vkladani trojahelnikii zmin€no a jak i samotny nazev napovida, na
triangulaci je zde nahlizeno jako na mnozinu tzv. prazdnych trojuhelnikti. Pro
jednodusSi préaci sdanymi trojuhelniky je tedy vhodné vytvofit si tabulku, ktera bude
obsahovat informace popisujici jednotlivé trojuhelniky. Tato tabulka je pojmenovéana
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triangle a jgi struktura je zobrazena na obrézku A2.2.5. V podstaté kazdy trojuhelnik je
popsan tfemi indexy na hrany tvoftici pfislusny trojuhelnik. Tyto indexy se odkazuji do
tabulky edge, kde jsou zase ulozeny informace o pfislu§nych hranach.

Tyto informace tvori predevSim index (do tabulky point) pocate¢niho a koncového bodu
urcujici pfislu§nou hranu a status, ve kterém se zaznamenava informace o jaky typ
hrany jde. Pomoci hodnoty v polozce status lze napiiklad urcit zda se jedna o hranu
konvexni obdky, o hranu wvylouCenou pomoci Diamond testu piipadné jiného
predzpracovani, atd.

TRIANGLE EDGE POINT
el | e2 | e3 pl | p2| status X y
Poy v v
e | & | &g €23 pyy | py | Status -
€y —)

Obr. A2.2.5 Naznaceni struktury tabulek pro uchovani informaci o bodech, hrandach a
trojuhelnicich

Dalsi tabulkou, ktera je vytvorena, je tabulka edgeTrian. Pocet polozek v této tabulce je
shodny spoctem hran a jejich obsah ukryva seznam trojuhelnik, které pfiléhaji k dané
hrané. Hodnota indexu do tabulky edgeTrian je totozna s hodnotou indexu do tabulky
edge, ¢imz je tedy i feeno, o jakou hranu se v tabulce jedna Pro urychleni algoritmu
byly trojuhelniky rozdé€leny jesté do dvou skupin a to na trojuhelniky pfiléhajici k hrané
zleva (L) a trojuhelniky pfiléhajici k hrané zprava (P). Z jaké strany dany trojuhelnik
ptiléhd, je ureno pomoci orientace hrany, kterd je smerovana od bodu, ktery ma nizsi
index v tabulce point k bodu svyssim indexem. Struktura dané tabulky je naznaCena na
nésledyjicim obrazku (viz obr. A2.2.6). Je zde uveden i jednoduchy piiklad
Snastavenim jednotlivych polozek hodnot v daném tfadku tabulky.

EDGETRIAN L 5
trian [firstP{num P .
trian: |G|t [ta|ls |t
[ti, ti, ...]| ip |nUM R S N
firstP, 3 —
num: 5

Obr. A2.2.6 Popis struktury tabulky edgeTrian, ve které jsou uloZeny informace, které
trojithelniky priléhaji k prislusné hrané
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Nyni je jiz mozné vratit se k popisu samotného uzlu stromu. V podstaté se s uzly
vytvafeného uzlu bude pracovat stejné, jako tomu bylo u puvodni verze metody
vkladani trojuhelnikii. Pouze je zménéna strategie, jakou je dany strom prochazen.
V uzlu by tedy méli byt zaznamenany nasledujici informace (v zavorkéach je uvedeno i
zavedené oznaceni pro dané polozky):

e seznam hran, které jiz byly do triangulace vlozeny (pole T)

e seznam mnozin hran tvofici hrani¢ni polynomy (pole SetP)

e pocet mnozin polynoma (numP)

e index ukazujici do tabulky edgeTrian urcujici, od kterého trojuhelniku bude
zahgena expanze uzlu (iter)

e index ukazujici do tabulky edgeTrian urcujici, u kterého trojuhelniku bude
expanze uzlu skonCena (max_iter)

Graficky jsou jednotlivé polozky popisujici uzel zndzornény na obrazku A2.2.7.

T [ei, €, ... ]
SetP ° > [eli, elj, ...]
numP num [e2i, e2j, ...] num
iter index, :
max_iter| index;

Obr. A2.2.7 Popis struktury polozek pro uzel generovaného stromu

Posledni  tabulkou, ktera se wvytvaii beéhem predzpracovani je tabulka
intersectTrianEdge. Sice neni potfebna pro popis uzlu stromu, ale jeji vyznam neni o to
menSi. Jedna se v podstaté o dvou rozmérnou tabulku, ve které je uloZena informace,
Skterymi hranami se kazdy trojuhelnik uloZeny v tabulce triangle protina

Index fadku tabulky urCuje dany trojuhelnik a je totozny s hodnotou indexu do tabulky
triangle. Sloupcovy index naopak urcuje hranu a je totozny s indexem do tabulky edge.
Jelikoz takovato tabulka by byla dosti pam&tové naroéna ( O(N*N?) ) je vyuZito
toho,ze ulozené informace jsou binarniho charakteru, tj. trojuhelnik s hranou se
protina/neprotina. Vysledna tabulka je tedy ulozena v binarni formé (viz obr. A2.2.8),
coz v praxi znamena, ze hodnotu indexu sloupce je tfeba prevést na dvé proménné —
index slova a index bitu ve slové. Tyto dvé proménné udavaji potom jednoznacné
piislusnou hranu. Jelikoz navrhovany algoritmus byl optimalizovan pro pocitace
pracujici na 32 bitové platformé, byla i velikost slova zvolena 32 bitd. Uvedené
proménné lze potom ur¢it napiiklad nasledujicim zpisobem:
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lgovo =1NCEX>>5
iy =index& $01F

(A1.2.2)

kde index je pavodni hodnota indexu sloupce, operace >> piedstavuje binarni operaci
posunu vpravo a operace & reprezentuje operaci logického soucinu.

ti ... index trojuhelniku

g ... index hrany
insertTrianEdge i@
e > 1] HREEN | |
{j
_) _ -
e 1] HREEN | |
e > 1] HREEN | |

Obr. A2.2.8 Popis struktury polozZek pro uzel generovaného stromu

Asi posledni véci, kterou je tfeba v této Casti popsat je algoritmus popisujici zpisob
provedeni expanze uzlu. V podstaté se jedna o lehce pozménénou Cast algoritmu
puvodni verze metody vkladani trojuhelnika. S vyuziti znalosti pozadované struktury
uzlu lze dany postup popsat zpusobem, jak je uvedeno na obrazku A2.2.9. Vstupnim
bodem agoritmu je uzel, pro ktery ma byt provedena expanze, a predpoklada se, ze
vSechny polozky ve struktufe popisujici uzel jsou vyplnény.

1

2.

Nacteni uzlu, pro ktery ma byt provedena expanze

Vybrani prvni uvedené hrany z mnoziny setP daného uzlu. K této hrané se
budou vkladat pfiléhajici trojuheniky, uvedené v tabulce edgeT rian

Nastaveni ukazatele do tabulky edgeTrian (dale jen ukazatel). Tento ukazatel
udava, ktery trojuhelnik priléhajici k prislusné hran€ ma byt vloZen do triangulace.

Jeho hodnota je nastavena na hodnotu uloZenou v iter daného vstupniho uzlu

Nastaveni maximalni hodnoty (déle jen max), kterou nemuze ukazatel jiz
nabyvat. Hodnota je nastavena podle obsahu polozky max_iter vstupniho uzlu

(pokracovani na dalsi strance ...)
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5. Nacteni uzlu, pro ktery ma byt provedena expanze
a  Vytvoreni kopii vstupniho uzlu
b. Ve vytvorené kopii se zméni jednotlivé polozky nasledovné:

e DopoleT se pridaji hrany dancho trojuhelnika, které v ném jesté
Nesou zapsany

e Mnozina tzv. hrani¢nich polygoni SetP je modifikovana na zakladé
vlozeni trojuhelniku do triangulace (viz kapitola 3.5. v DP)

e Nastaveni poctu polygonu (polozka numP) zapsanych v poli setP

e  Urceni pro prvni uvedenou hrana v mnozin¢ setP zda |ze vkladat
trojuhelniky zprava nebo zleva a nastaveni podle toho hodnot iter a
max_iter (tj. odkazy do tabulky edgeTrian na seznam pfiléhajicich
trojuhelniky k pfislus$né hrané — hodnoty v podstaté udavaji od
kterého trojuheniku do které 1ze provést dalSi expanzi)

e Zapsani modifikované kopie uzlu na konec tabulky dloh (viz
algoritmus na obr. A2.2.3.)

6. Zvyseni ukazatel o jednicku
7. Dokud ukazatel<max, skok na bod 5

8. Konec algoritmu

Obr. A2.2.9 Algoritmus popisujici expanz uzu sulozenim nové vzniklych uzli na
konec tzv. tabulky Uloh (viz algoritmus uvedeny na obr. A2.2.3)

A2.2.2. Algoritmus prochazeni stromu od daného uzlu

Doposud jsme se zabyvali algoritmem pro vytvoteni uloh na stran¢ fidiciho pocitace.
Nyni se jiz dostavame k druhé ¢asti, a to k popisu algoritmu zpracovani dané dlohy na
strané pocitace — ,,délnika™.

V podstaté tento algoritmus byl jiz popsan. Jedna se totiz o totozny algoritmus s
pavodni verzi (viz obr. 3.5.2 v DP). Jsou zde provedeny pouze dv€ nepatrné zmeény.
Prvni zménou spocivd pouze v tom, ze veSkera potiebnd predzpracovani algoritmu
(body 1 az 4) se provadéji jiz v bloku InitSaveDLL (viz obr. A2.2.1.). Samoziejmé pro
zajisténi korektnosti informaci ulozenych v uzlech obdrzenych od fidiciho pocitace ke
zpracovani, je tieba, aby byly vygenerovany vSechny tabulky stejnym zptsobem jako na
strané fidiciho pocitace.
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Druha zména zasahuje jiz do jadra samotného algoritmu. Oproti pivodni verzi je nutné,
nastavit pfislusny uzel jako vychozi bod algoritmu. V patém bodé algoritmu neni tedy
do pole setP vloZena konvexni obalka, ale je tam zkopirovan obsah pole setP daného
uzlu, av Sestém bode je obsah celého uzlu ulozen do zasobniku.

A2.3. Implementace algoritmu pro nalezeni MWT

Pro otestovéni daného algoritmu v distribuovaném prostiedi byla opét provedena
implementace pro nalezeni MWT (Minimum Weight Triangulation), tj. triangulace
Snejmen$im souctem ohodnoceni jednotlivych hran. Jako ohodnocujici funkce byla
zvolena délka hrany v Euklidovském soufadném systému.

A2.3.1. Volba optimalniho poétu pfedzpracovanych uzld stromu

Strategii prochazeni stromu do Sitky dostavame mnozinu jeSté nezpracovanych uzld,
které by meli byt pfiblizné stejné vypocetn€ narotné (viz kapitola A2.2.1.). Nyni je jeste
tieba urcit, kolik je potfeba vygenerovat nezpracovanych stavi (uzld), aby byla
zaruCena dobra efektivita vypoctu. Je nutné predpokladat, ze vypocet bude distribuovan
v siti, ktera je heterogenni (tj. je slozena z riznych typu pocitaci) a jednotlivé pocitace
jsou propojeny komunika¢nimi linkami Sriznou prenosovou rychlosti. Volba
optimalniho poétu piedzpracovanych uzli v takovéto siti bude zavida na nésedujicich
faktorech:

e poctu a typu pouzitych pocitacl pro vypocet

e rychlosti komunikace mezi jednotlivymi pocitaci

e poctu zadanych bodd, pro které ma byt nalezena prislusna triangulace
e topologickém rozlozeni bodi v roviné

Je vidét, Ze nastaveni optimalniho pocltu vygenerovanych uzlid v sekvencni Casti
algoritmu je zavisly na fadé faktort, které jsou tézko matematicky vyjadritelné. Proto
negjleps§im prostiedkem pro volbu vhodné hodnoty je provést nékolik testd v siti,
na které by mél byt vypocet proveden, a z vysledkt odhadnout hledané optimum.

Vysledné charakteristiky zavislosti na dobé vypoctu, které byly zméteny, jsou uvedeny
diky své rozsahlosti v piiloze B. Cela ptiloha se v podstaté sklada ze dvou sekvenci
grafi. Z prvni sekvence grafi (viz obr. B.1) lze wvy€ist zmény hledané¢ho optima
Vv zavislosti na poc¢tu pouzitych pocitaci k vypoctu (testovano pro dvé rizné mnoziny
bodt). Druhé sekvence charakteristik (viz obr. B.2) se snazi zachytit zavislost zmény
hledaného optima, jak na poc¢tu zadanych bodu, tak i na jejich topologickém rozmisténi.
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Vsechny testy prob&hli v homogenni siti (pocitace Celeronll, 566MHz, 128 MB RAM),
propojenymi komunika¢nimi linkami s pfenosovou rychlosti 100Mbps.

Bohuzel zuvedenych grafi, zachycujicich zavislost doby vypoltu na volbé poctu
predzpracovanych uzli, nelze stanovit piresnéjsi zavislost na jednotlivych faktorech.
Hlavnim divodem je piedevsim silny vliv topologického rozmisténi boda.

Pti volbé optima byl tedy proveden odhad, na zakladé ziskanych primérnych hodnot.
Jeho hodnota byla odhadnuta na 800 uzli, které je tieba vytvofit pred distribuci
vypoCtu. Je nutné jesté poznamenat, Ze tato hodnota se vztahuje k dané pocitacové siti.
Pti distribuci vypoctu v jiném prostiedi tato hodnota mutze byt odlisna.

A2.3.2. Rychlost nalezeni MWT s vyuzitim distribuce vypoctu

Jak jiz bylo zminéno, pro otestovani funkCnosti metody vkladani trojuhelniki
Vv distribuovaném prostiedi, byl opét cely program navrzen pro hledani MWT. Pro
testovani bylo pouzito pocitac¢i tvorici homogenni sit (tj. vSechny pocitace byly
stejného typu - Celeronll, 566MHz, 128 MB RAM), které byly propojeny
komunika¢nimi linkami s pfenosovou rychlosti 100Mbps. Pocet uzli vytvorenych
Vv piedzpracovani na fidicim pocitaci byl nastaven na konstantni hodnotu 800 uzla (viz
kapitola A2.3.1).

Pro méfeni, k jak velkému urychleni doslo pomoci distribuce vypoctu na vice pocitac,
byly neméteny nejprve Casy pii distribuci Ulohy na jeden pocita¢. Ty pak byly brany
jako porovnavaci vié¢i Casim naméfenych pfi distribuci na vice pocitaci. Vysledné
charakteristiky urychleni jsou zobrazeny na obrédzku A2.3.1, ve kterych je zachycen vliv
urychleni vypoctu na poctu pouzitych pocitacu a na velikosti zadané mnoziny bodu.

8

w 7 | —o—2 pocitace
S 6 | —B— 4 poéitace
S —a— 6 poditadi
§ 51 | s pocitaca

pocet bodii

Obr. A2.3.1 Zavislost urychleni doby vypoctu na poctu pocitaci a na velikosti zadané
mn. bodii
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Urychlovaci koeficient Sje pocitan podle nasledujiciho vzorce:

t
S=-+ (A2.3.1)

tn
kde t; je Cas potiebny pro vypocet pfi distribuci na jeden pocitaC a t, je Cas potiebny pro
vypocet pii distribuci vypoctu na n pocitacich.
Maximalni teoreticky mozné urychleni, které je mozné dosahnout je rovno poctu
pouzitych pocitatl (pokud jsou samoziejmé vSechny pocitae stejného typu). Se
zvySujicim se poctem bodd vstupni mnoziny je z grafu patrné, ze se jednotlivé kiivky
k témto hodnotam pfiblizuji, coz je z naSeho hlediska dobré.
U mensich datovych mnozin se vyskytuje jev, kdy distribuce na vice pocitau nevedla
k valnému zrychleni doby vypo¢tu. Dokonce doslo nékde i k jeho mirnému zpomaleni.
To mohlo byt zpiisobeno nasledujici okolnostmi:

e nepfesnosti méfeni doby vypoltu (pro mensi poCty bodu jsou hodnoty
nametenych Casti velmi malé)

e ¢asovou prodlevou vzniklou komunikaci mezi pocitaci
e nevhodnou volbou poctu stavii vygenerovanych v sekven¢ni ¢asti programu

Na zakladé Amdahlova zakona, ktery byl uveden v kapitole 6.4 diplomoveé préace Ize
také urcit do jaké miry se podafilo danou ulohu paralelizovat. Vyjadfenim z ptuvodni
rovnice proménné  f = 1-f, ziskame rovnici, ktera bude vyjadiovat z kolika procent
byl dany algoritmus paralelizovan na p strojich. Vysledny vztah ma nasledujici tvar:

=228 (A2.3.2)
S-(1-p) .

kde Sje naméfené urychleni vypoctu a p udava, kolik pocita¢u bylo pouzito k vypoctu.
Vydedny graf ziskany znaméfenych hodnot si lze prohlédnout na obrazku A2.3.2.
Z uvedenych charakteristik je vidét, ze se zvySujicim poctem bodi se hodnota miry
paralelizace pfiblizuje k maximalni hodnote, tj. k hodnoté jedna. To sv€d¢i o tom, Ze
pro rozsahlejsi mnoziny bodu je tato tloha dobie paralelizovatelna. Pro mens$i mnoziny
boda, kfivky jiz nevychazeji tak pékn€, dokonce se hodnoty dostavaji i do zapornych
Cisel. Tento jev je zpusoben stejnymi vlivy, jako bylo uvedeno pfi posouzeni urychleni
pro mensi mnoziny boda.
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Obr. A2.3.2 Zavislost miry paralelizovatelnosti algoritmu na velikosti zadané mnoZiny
bodii pri riizném poctu pouZzitych pocitacu k vypoctu

Pti posuzovani miry paralelizovatelnosti ulohy, je tfeba také vzit v uvahu 1 ¢as potfebny
pro vypocet. Jelikoz naptiklad Casova prodleva jedné sekundy se projevi jinak pro 15
bodd, kde se naméfeny Cas pohybuje fadove v sekundach a jinak pro 18 bodu, kde se
Cas potiebny pro vypolet pohybuje jiz v desitkach minut. Pro lepSi posouzeni je na
obrazku A2.3.3. zobrazeny prumérné naméfené hodnoty doby trvani vypoctu, z kterych
byly zbylé grafy odvozeny. Dale je pak na obrazku A2.3 4 jesté zobrazen graf obdobny
grafu z obrazku A2.3.2 (mira paralelizovatelnosti vypoctu) pouze s tim rozdilem, ze na
X-ové ose je misto velikosti bodd vynesen pocet pocitacu.

100 ’
= —&— 1 poéitaé
g —&—2 potitage
= 10 4 T
0 —&—4 poditade
© —0—6 poéitaci
14 |—%—8potitacl |- - - - - - - - - - - P G
o1+ I RrR=% -
0,01 F—— ‘ ‘ ‘
10 12 14 16 18 20
pocet bodii

Obr. A2.3.3 Zavislost doby trvdni vypoctu na velikosti vstupni mnoziny pro riizné poctu
pouzitych pocitacu k vypoctu
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Obr. A2.3.4 Zavidost miry paralelizovatelnosti algoritmu na poctu pocitacii pro riizné
velikosti zadané mnozZiny bodii

Z podedniho grafu (viz obr. A2.3.4) si lze pov§imnout, Ze s piibyvajicim poctem
pocitact, na kterych je vypocCet spustén klesa hodnota koeficientu p, ktery vyjadiuje do
jaké miry se podafilo danou ulohu paralelizovat. Z uvedenych kiivek je i patrné, Ze
rychlost tohoto poklesu je zavisla na velikosti vstupni mnoziny bodd. Hlavni pfiCinou,
7ze viubec kdanému poklesu dochazi, je predev§im nevhodna volba poctu
predzpracovanych uzld, ktera je zde pro vSechny méfeni stejna (800 uzl).

Zavérem k celé problematice tykajici se distribuce metody vkladani trojuhelnika lze fici
nésledyjici. Za pomoci ptedzpracovani Casti generovaného stromu v sekvencni Casti
programu, neni problém danou dlohu paralelizovat. OvSem otazka je, jak vhodné zvolit
optimalni pocet uzli, které maji byt v této casti predzpracovan. Volba optimalni
hodnoty je zavisla na tadé faktord, které nelze jednoduSe matematicky vyjadfit.
Nezbyva zde tedy nic jiného nez danou hodnotu na zakladé nékolika méteni alespori
odhadnout. OvSem pfes to vSechno se neméni nic na skutecnosti, ze se jedna o NP
problém. Distribuci ulohy na vice pocitacl, umozni pouze posunout hranici velikosti
mnoziny bodu, pro které jsme schopni najit feSeni, o néco vyse.

A3. Prakticke vyuziti

Jak jiz bylo feCeno v uvodu diplomové prace, tato Uloha byla navrzena z davodu
umoznéni vytvofeni mnozin triangulaci, o kterych by bylo zndmo, ze spliuji dané
kritérium nejlépe. Tyto triangulace by bylo pak mozné pouzit pro posouzeni
heuristickych metod, u kterych neni zarueno, ze nimi nalezena triangulace je prave ta
pozadovana.
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Pro praktické ovéfeni vyuziti ziskanych vysledkd, bylo vygenerovano nékolik datovych
mnozin a pro né byly nalezeny patfi¢né triangulace s minimélnim sou¢tem délek hran
(MWT). Jako heuristicka metoda hledajici MWT byla vybrana metoda zalozena na
genetickém algoritmu.. Podrobny popis této metody sdoporu¢enymi hodnotami
nastaveni piislusnych parametru lze nalézt v [KolO1].

Pii testovani heuristické metody byly tedy veSkeré parametry genetického algoritmu (tj.
pravdépodobnost kiizeni, pravdépodobnost mutace, pocet generaci a pocet triangulaci
generovanych v jedné generaci) nastaveny na doporuCené hodnoty a poté nalezeny
triangulace pro patfi¢né mnoziny boda. Jako vychozi triangulace byla vzata tzv. zrava
triangulace, o které je znamo, Ze od hledaného MWT se vzdaluje se slozitosti O(NY?),
kde N je pocet bodu.

Pro lepsi posouzeni dané heuristické metody bylo i odzkouseno jakym zptsobem se
projevi vliv zmény jak poétu generaci, tak i po€tu generovanych triangulacich v jedné
generaci (dale jen poctu triangulaci).

Jako prvni byly tedy nalezeny triangulace pomoci genetického algoritmu s nésledujicim
nastavenim jednotlivych parametru:

e pravdépodobnost mutace py, = 0,001

e pravdépodobnost kiizeni p. = 0,25

e pocet triangulaci tr = 500

e pocet generaci gen = 100, 200, 300, 400, 500
Casova charakteristiky doby trvani vypoétu pfi zméné& hodnoty poétu generaci si lze
prohlédnout na obrézku A3.1 (testovano na pocitaci firmy DELL, 2x450MHz, 1GB
RAM) Je nutné poznamenat, ze obecné Casova slozitost algoritmu neni zavisla na
velikosti vstupni mnoziny (tj. po¢tu bodu), ale zavisi na poctu generaci a generovanych

triangulaci. OvSem nastaveni téchto dvou hodnot by jiz mélo byt ovlivnéno velikosti
vstupni mnoziny, coz by diky t€émto testim mélo byt i ovéfeno.

[min]

cas

100 200 300 400 500
pocet generaci

Obr. A3.1 Zavislost doby vypoctu generického algoritmu na poctu generaci (zbylé
parametry nastaveny na hodnoty tr=500, t,—=0,001, t.=0,25)
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Bohuzel pii danych nastaveni jednotlivych parametrd se podafilo ve vSech piipadech
vzdy nalézt MWT. OvSem ztohoto nelze vyvozovat zadné zéavéry, protoze nejvetsi
testovana mnozina obsahovala pouze 23 bodu. Lze pouze fici, Ze pro takovéto malé
mnoziny boda (tj. pfiblizné do 25 bodu) je plné postacujici provést 100 generaci (pfi
daném nastaveni zbylych parametri) a nalezena triangulace bude s vysokou
pravdépodobnosti MWT.

Pfi dalSim testovani vlivu poctu triangulaci na nalezenou triangulaci bylo zvoleno
nésledujici nastaveni jednotlivych parametru:

e pravdépodobnost mutace py, = 0,001

e pravdépodobnost kiizeni p. = 0,25

e pocet triangulaci tr = 100, 200, 300, 400, 500
e pocet generaci gen = 100

Vliv zmény poctu triangulaci na dobu vypoctu je zobrazen na obrazku A3.2 (testovano
na steiném pocitaci).

100 200 300 400 500
pocet triangulaci

Obr. A3.2 Zavislost doby vypoctu generického algoritmu na poctu triangulaci (zbylé
parametry nastaveny na hodnoty gen=100, t,=0,001, t.=0,25)

Dana nastaveni poctu triangulaci se jiz nepatrné projevila na nalezenych triangulacich.
Pro posouzeni piesnosti nalezené triangulace vuci MWT byl definovan pomérovy

koeficient v, ktery je pocitan podle nasledujiciho vzorce:

_ weight(Te,)
weight(MWT)

(A3.1)

kde funkce weight je ohodnocujici funkce triangulace (v tomto piipadé se jedna o soucet
délek hran triangulace), Tea je triangulace nalezena genetickym algoritmem a MWT je
triangulace s minimalnim sou¢tem délek hran.
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V nasledujici tabulce (viz obr. A3.3) jsou uvedeny prumérné hodnoty koeficientu v pro
dané nastaveni pocCtu triangulaci.

- pocet bodti
15 16 17 18 19 20 21 22 23
100 1 1 1 1 1 ]1,00003| 1 1,0004| 1
200 1 1 1 1 1 ]1,00003| 1 1,0004| 1
300 1 1 1 1 1 1 1 1 1
400 1 1 1 1 1 1 1 1 1
500 1 1 1 1 1 1 1 1 1

Obr. A3.3 Tabulka s hodnotami koeficientu v zavislosti na poctu triangualci a na
velikosti mnoziny bodii (pro gen=100, t,=0,001, t.=0,25)

Bohuzel z uvedenych hodnot nelze mnoho vycCist. Pouze je zde jiz nepatrn€ naznacena
zavislost nastaveni parametru poctu triangulaci na poctu bodid. OvSem vice toho nelze
fict.

Zavérem lze konstatovat, ze velikosti mnozin bodd, pro které jsme schopni nalézt MWT
brutalni silou, jsou dosti malé a zatim pro praktické vyuziti nepostacujici.

Page 41



Priloha B — Charakteristiky

V této priloze jsou uvedeny charakteristiky, popisujici ¢asovou zavislost doby vypoctu
potiebné pro nalezeni MWT (v distribuovaném prostiedi) pomoci metody vkladani
trojuhelnikt v zavislosti na poctu predzpracovanych uzli generovaného stromu (viz
kapitola A2.3.1.). Tyto charakteristiky jsou vhodné pro odhadnuti optiméni hodnoty
pocCtu uzli, které je tieba predzpracovat, nez bude vypocet distribuovan.

Vsechny uvedené charakteristiky byly zméfeny na homogenni pocitatové siti. Vypocet
probéhl na pocitacich typu Celleronll, 566MHz, 128MB RAM. Pro komunikace mezi
jednotlivymi pocitaci byla pouzita komunikacni linka s pfenosovou rychlosti 100Mbps.
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Obr. B.1 Zavislost doby vypoctu na poctu predzpracovanych stavii pri riizném poctu
pouczitych pocitacu k distribuci vypoctu. Grafy nalevo jsou pro mnozinu 16 bodit a grafy
napravo jsou pro mnozinu 17 bodu.
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Obr. B .2 Zavislost doby vypoctu na poctu predzpracovanych stavi pri riizné velikosti
vstupni mnoziny bodii. Distribuovdno na 8 pocitacich.
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Priloha C — Odhad doby vypoctu

V diplomové praci na strané 42 (viz [HlaO1]) byl uveden graf, na kterém byly
zobrazeny Casové prubéhy doby vypoCtu pro jednotlivé metody. V této piiloze jsou
k t¢émto Casovym prubéha uvedeny funkce, které aproximuji dané hodnoty. Na zakladé
téchto funkci Ize pak ucinit pfiblizny Casovy odhad pro rozsahlejsi mnoziny bodu, které
v grafu negjsou uvedeny.

Aproximujici funkce je hledéna ve tvaru:

fi(N)y=a-m" (CL.1)

kde a a m jsou konstanty charakterizujici pribéh dané kiivky a N je pocCet boda.
Konkrétni rovnice pro jednotlivé metody, jsou nésledujici:

e metoda odebirani hran z Uplného grafu
f,(N)=136-107°-11,621" [min]

e metoda vkladani hran do prézdného grafu
f,(N)=138-10"-(12,899)"  [min]
e metoda generovéani kombinaci |
f.(N)=811-10"-(84,225)" [min]
e metoda generovéani kombinaci |1

f,(N)=312-107° - (15189)"  [min]

e metoda hierarchickych tabulek

f.(N)=1797-10"" - (24,725)"  [min]
e metoda vkladani trojuhelnikt

f.(N)=7,08-10"-(5145)" [min]

Prubéhy uvedenych funkci si lze prohlédnout v grafické podobé na nasledujicim
obrazku (osa y byla pro lepsi prehlednost prevedena z minut do hodin).
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Priloha D — LMT skeleton

Podrobny popis LMT skeletonu lze najit v [Dic96], [Bei97] a tad¢ dalSich publikaci.
Jeho vyznam je piedevSim v oblasti konstrukce MWT (Minimum Weight
Triangulation), kde bylo vypozorovano, ze jeho hrany jsou vzdy soucasti MWT (dosud
nebyla nalezena zadna mnozina bodu, pro kterou by toto neplatilo).

Diky tomu, ze se LMT skeleton jevi jako velmi dobry (nalezne velkou ¢ast MWT), byl
otestovan na modifikované Metodé vkladani trojithelnikii pouzivajici hash tabulku.
Pro dosazeni co nejlepsich vysledkt, byly nastaveny parametry algoritmu na zakladé
predchozich experimentt na hodnoty SIZE = 2'® a MAX = 10° (viz 6.kapitola). Testy
probéhly na stejném pocita¢i jako v predchozich pfipadech - DELL, Pentiumilil,
2x450MHz, 1GB RAM, OS Windows 2000.

Spouzitim LMT skeletonu v pfedzpracovani se jiz podafilo pii prvnich testech najit
MWT pro zna¢né véts§i mnoziny bodi nez bez néj. Doba predzpracovani, ktera byla
diive zanedbatelnd, sice nyni roste v zavislosti na poc¢tu bodi mocninou fadou
(viz obrézek D.1), ale diky tomu, Ze slozitost algoritmu ma exponencialni charakter je
tato skuteCnost nepodstatna.
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Obr. D.1 Pritmérny cas potrebny pro nalezeni LMT skeletonu v zdvislosti na poctu
bodii

Pti hodnoceni vysledkii metody vkladani trojuhelnikt bylo jiz zminéno, Zze Cas potiebny
pro pruchod algoritmem je zavisly, jak na poctu bodd, tak i na jejich topologickém
rozlozeni. Nyni k tomuto jesté pribyva faktor udavéjici pocet nalezenych hran pomoci
LMT skeletonu. Cim vice se podaii skeletonem najit hran (opét zaleZi na topologickém
rolozeni bodu), tim mensi bude vstupni mnozina hran, resp. trojuhelniku algoritmu a tim
rychlejsi bude 1 vypocet.

O spravnosti tohoto tvrzeni se lze presvédCit na obrazku D.2, kde jsou uvedeny
charakteristiky doby prachudu algoritmem pro tfi rizné nahodné vygenerované
mnoziny bodu. Zavislost na po¢tu bodi je konstruovana stejnym principem jako
v predchozich ptipadech, tj. do pocateCni mnoziny jsou postupné pfidavany nahodné
vygenerované body.
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Obr. D.2 Priklady doby potiebné pro prichod algoritmem Metody vkladani
trojuhelnik s pamatovanim s lok. optim v zavislosti na po¢tu bodi pro rizné mnoziny
(SIZE = 65536, MAX = 1000000)

Z vydednych charakteristik je patrné, jak uvsech testovanych mnoziny doba potiebna
pro vypocet znacné€ kolisa Toto je zpisobeno predevsim topologickym rozlozeni bodu,
které se promitne, jak v uspésnosti LMT skeletonu, tak i v rychlosti samotného
algoritmu. Pfesto lze fici, Zze uvedené prabéhy by se dali aproximovat exponencialnimi
kitvkami.

Tedy je zde opét patrna nepolynomialni slozitost tlohy. OvSem nyni se jiz pohybujeme
na hranici 100-150 bodd (z puvodnich 25-30), coz by se dalo nazvat znaCnym
pokrokem. Jedinym uskalym je puze to, ze LMT skeleton lze pouzit pouze pro MWT a
neplati obecné pro libovolné kritérium.
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