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Constrained Delaunay triangulation (CDT) in E° and E*

This thesis deals with problem of constrained Delaunay triangulation (CDT). CDT is a
Delaunay triangulation constructed upon input points and input edges. This thesis describes
principles of CDT in two dimensions (E?). It presents an algorithm Maur which has been
developed two years ago and not tested yet. This method was implemented and tested as a
proof of functionality of this algorithm. Algorithm has been researched for an opportunity to
use it as a compression algorithm for triangular meshes.

The second part of this thesis researches behavior of methods expanded to three dimensions.
Three algorithms for constructing CDT have been described and two of them have been
chosen for implementation. Although these methods do not successfully construct CDT they
bring valuable experience and knowledge of developing CDT algorithms for three
dimensions.
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1 Uvod

Tématem diplomové prace je constrained Delaunayova triangulace, zkracené CDT. Jedna se o
problém Delaunayovy triangulace, kde vstupem nejsou pouze body, ale i nékteré hrany nebo
stény. Triangulace vznikd propojenim boda v trojihelniky. Triangulace je castym pojmem
v mnoha technickych oborech jako je naptiklad geodézie, grafické modelovani nebo
pocitacova grafika. Uved’me si zde priklad pouZiti triangulace v pocitatové grafice.

Predstavme si, ze mame né¢jaky terén, ktery potiebujeme vizualizovat. Vstupem je mnoZina
bodl naméfenych v terénu. Kazdy bod je popsan soufadnicemi a naméfenou vyskou. Pokud
zobrazime samotné body, vysledek nebude vypadat dobie. Druhé feSeni je propojit body
pomoci trojuhelnikii a zobrazit vzniklé trojuhelniky. Toto feSeni je samoziejmé lepsi.
Trojuhelniky navic miizeme potahnout néjakou texturou. Nebo mizeme jednoduse dopocitat
vysku pomoci linearni interpolace i v mistech, kde nejsou namétené hodnoty. To bychom sice
mohli udélat i z bodd, ale pro kazdy bod, ktery chceme pomoci interpolace vypocist, bychom
nejprve museli najit nejbliz§i body a pak n¢jakou funkci dopocitat vysku. V ptipadé
triangulace staci zjistit, v jakém trojuhelniku bod lezi, a dopocist vysku interpolaci z jeho tfi
vrcholll. Vytvofit triangulaci je tedy dobrym feSenim. Delaunayova triangulace je potom
specialni typ triangulace, ktery ma vhodné vlastnosti pro podobné aplikace.

Dale predpokladejme, Ze terén je naméten na hranicich dvou statii. Nasim cilem je naptiklad
zobrazit jenom jeden ze statl. Je potieba tedy druhy stat ofiznout. Abychom mohli mezi
dvéma body a a b provést fez, musi mezi body a a b vést hrana. Pokud ovSem triangulace tuto
hranu neobsahuje, je potieba ji do triangulace n¢jakym zptisobem vnutit. K tomu lze pouzit
CDT. Vstupem pro algoritmus CDT jsou tedy naméfené body a hrany tvofici hranici statu.
Vystupem je triangulace nad vstupnimi body, ktera obsahuje zadané hrany.

Pro konstrukci CDT v prostoru E* existuje mnoho algoritmii. Jeden z nich byl navrhnut na
katedie informatiky a vypocetni techniky fakulty aplikovanych véd v ramci doktorandského
studia Pavla Maura. Tento algoritmus nebyl vSak implementovan. Jeden z cilti diplomové
prace je algoritmus doplnit o potfebné detaily, implementovat a otestovat.

Dal$im cilem diplomové prace je popsat mozné pouziti metody Maur na kompresi
trojuhelnikovych siti.

Soucasti diplomové prace je také navrzeni a implementace rozsifeni metod z prostoru E* do
prostoru E°. Pokud se E* varianta algoritmu Maur ukaze byt funkéni, je dal§im postupem
navrhnout jeho roziifeni do prostoru E’. Pokud se ukaze algoritmus byt pouzitelnym
v prostoru E’, je zapotiebi jej implementovat. Pokud se neukaZze byt pouZitelnym, ma byt
prozkouména problematika konstrukce CDT v E°. Poté je cilem vybrat n&jaké vhodné metody
pracujici v prostoru E* a pokusit se je rozsitit do prostoru E*. Cilem nemusi byt stoprocentn&
funkéni metoda, ale charakterisitka chovani metod v prostoru E*. Jedna z moZnosti je zvolit
existujici algoritmus na konstrukci CDT v E® a implementovat jej. Naprogramovana metoda
ma byt testovdna a ma byt popsadno chovani metody.



2 Problematika Delaunayovy triangulace

2.1 Triangulace

Vuvodu je strucné vysvétlen pojem triangulace a jeji pouziti. Jednd se o vytvoreni
trojihelnikové sit¢ nad mnozinou vstupnich bodi. Moznosti, jak takovou sit’ vytvofit, je
mnoho. RGzné sité obsahujici stejnou mnozinu bodit mizeme vidét na Obr. 2.1.

a) b)

Obr. 2.1: Dvé mozZné varianty triangulace nad stejnou mnoZinou bodu. Pro vytvoreni byly pouZity dvé
riuzné metody.

Nyni definujme triangulaci presnéji.
Definice 2-1, Triangulace:

Necht G = (V, E) je graf, kde V je mnozina vrcholll a £ je mnoZina navzijem se
neprotinajicich hran urcenych vrcholy V. Graf G se nazyva triangulace, pokud E je
maximalni. [angla97a]

Definice tika, Ze pfi triangulaci jsou bodu propojeny hranami. To, Ze mnozina hran E je
maximalni, znamend, Ze v triangulaci nesmé&ji byt ,,diry*, to znamend, Ze vSechny vzniklé
polygony jsou trojuhelniky. Zaroven z toho plyne, Ze do triangulace patfi i hrany konvexni
obalky. Na Obr. 2.2 je znazornén graf, ktery k tomu, aby byl triangulaci potiebuje ptidat slabé
vyznacenou hranu.

Obr. 2.2: Triangulace neni uplna, pokud nezahrnuje vSechny moZné hrany vcetné konvexni obalky. Bez
hrany oznacené slabou ¢arou dany graf neni triangulaci.

Z vyse uveden¢ho je zfejmy fakt, ze triangulace je vzdy konvexni. Tento poznatek se bude
hodit pfi odvozovani diikazli ohledné triangulace.

V nasledujicim textu je vysvétlen pojem Delaunayova triangulace.



2.2 Delaunayova triangulace

Na Obr. 2.1 jsou dvé rizné triangulace sestrojené nad stejnou mnozinou bodu. Jedna se sice o
dvé korektni triangulace, jejich praktické pouziti je vSak znac¢né rozdilné. Triangulace b)
obsahuje dlouhé a tenké trojuhelniky zatimco triangulace a) se sklada ze skoro
rovnoramennych trojihelnikli. Dlouh¢ a tenké trojuhelniky maji nékolik zasadnich nevyhod.
Problém nastava pti vykreslovani a stinovani takovych trojuhelnikti. Objekt sestavajici se
z tenkych trojuhelniki ptfi vykresleni je vizudlné horSi, neZ model z trojuhelnika
rovnostrannych. Stinovani neni pravidelné. Zaroven takova vizualizace zkresluje originalni
téleso, jelikoz kvili tenkym trojihelnikim mohou vznikat ostré piechody, které ve
skuteCnosti v redlném objektu neexistuji. Nasledujici ptiklad demonstruje, kdy toto zkresleni
muize nastat. Pfi snimani terénu vytvafime trojihelniky dlouhé a tenké namisto
rovnostrannych. Tyto tenké trojuhelniky jsou vytvateny ze vzdalengjSich bodid nez
trojihelniky rovnostranné. Pfedpokladejme celkem plynuly piechod vysky terénu. Cim
vzdalengjsi body pro vytvoreni trojuhelniku zvolime, tim vétsi rozdil miize byt v jejich vysce.
Tim bude zaroven vétsi odchylka sméru normadl trojihelnikii z nich vytvotfenych. Mize se
tedy stat, ze dva sousedni trojihelniky maji velkou odchylku normal i pfes to, ze skutecné
normaly v bodech uvnitt trojuhelniku (vypoctené naptiklad z funkce povrchu) jsou témét
stejné. Rozdil normal trojuhelnikti vznikl tim, ze se do jejich vypoctu zohlednily body, které
jsou relativné hodné€ vzdalené. Tim vznikaji ostré pfechody, které ve skutecnosti neexistuji.

Druhym problémem dlouhych a tenkych trojuhelnikd je interpolace. Hodnota ziskana
interpolaci uvnitt takového trojuhelniku se ve vétSin€ ptipadi odliSuje od skute¢né hodnoty
vice nez pii pouziti rovnostrannych trojuhelnikd. Dtivod je podobny jako v ptfedchozim
ptikladu. Pfi pouziti dlouhych a tenkych trojuhelnika jsou voleny body vice vzdalené. Vnitini
hodnoty se potom tedy dopocitavaji z boda, které nelezi v okoli interpolovaného bodu. Je to
tim, ze vzdy aspoinl jeden bod dlouhého trojuhelniku je relativné hodné vzdaleny. Piesto je
tento bod do vypoctu zahrnut. Pouziti rovnostrannych trojuhelnikli tento problém tesi. Zde
jsou interpolované hodnoty dopocitavany z bodil, které lezi vzajemné blize nez body
dlouhych trojuhelnikt. Proto interpolovana hodnota vice odpovida skute¢né hodnoté.

Dalsi nevyhodou pouziti dlouhych trojuhelnikl jsou problémy numerické pii vypoctech. I zde
je vétsinou vhodné mit trojuhelniky co nejvice rovnostranné.

Triangulace na Obr. 2.1 a) je tedy vhodné&j$i pro piedejiti podobnym problémim pii feSeni.
Neni ndhodou, Ze tento obrazek =znadzornuje pravé Delaunayovu triangulaci. Jak je
Delaunayova triangulace definovand, je rozebrano v néasledujicich odstavcich.

Delaunayova triangulace mé tu vlastnost, ze ze vSech moznych metod vytvaii trojuhelniky
nejbliz§i rovnostrannym trojuhelnikim. Dalsi vlastnosti je to, ze Delaunayova triangulace
maximalizuje minimalni uhel. Minimalni tihel je nejmensi thel ze vSech uhli v trojuhelnicich
v triangulaci. Tento minimalni thel je vétsi pii pouziti Delaunayovy triangulace nez pii
pouziti jakékoliv jiné metody. Nasledujici definice vystihuje hlavni vlastnosti Delaunayovy
triangulace a zarovei je 1 Castecnym navodem, jak triangulaci konstruovat.

Definice 2-2, Delaunayova triangulace - hrany:

Triangulace A = (V, E) je povazovana za Delaunayovu triangulaci, jestlize vSechny
hrany ab € E splnuji vlastnost tzv. prdzdné opsané kruznice (vzhledem k mnoziné vrcholil
V), kterou Ize definovat nasledovné: existuje kruznice, ktera prochazi vrcholy a, b takova,
ze vSechny ostatni body z mnoziny V' lezi vné této kruznice. [angla97a]

Tuto definici Ize formulovat i pro celé trojuhelniky.



Definice 2-3, Delaunayova triangulace - trojuhelniky:
Pro kazdy trojuhelnik z Delaunayovy triangulace A = (V, E) plati, Ze jemu opsana
kruznice neobsahuje zadné jiné body z V.

Tato definice je pro Delaunayovu triangulaci uzite¢néjsi. Pomoci ni pracuje vét$ina algoritmd,
a to tak, Ze testuji pravé pradzdnou opsanou kruznici. Znédzornéni testu na prazdnou opsanou
kruznici je na Obr. 2.3.

Obr. 2.3: KruZnice opsana kaZdému trojuhelniku v Delaunayové triangulaci neobsahuje Zadny dalsi bod
z mnoZiny bodu. Na obrazku b) neni proto triangulace Delaunayovou triangulaci. K tomu, aby bylo
dokazano, Ze triangulace a) je Delaunayova, je potieba na prazdnou opsanou kruzZnici otestovat kazdy
trojihelnik. Na obrazku je pro piehlednost znazornén pouze jeden test.

Je zapotiebi jeSté uvést, Ze v urcitém singularnim pifipad€ je mozné, aby na kruznici lezelo
vice bodi z Delaunayovy triangulace. Tento pfipad nastavd, pokud vice nez tfi body
v triangulaci leZi na kruZnici. Na Obr. 2.4 je tento piipad znazornén.

Obr. 2.4: Specialni ptipad, kdy 4 body lezi na kruZnici. V tomto pFipadé miize misto hrany cd byt
v triangulaci hrana ab. Obé FeSeni jsou Delaunayovou triangulaci.

Delaunayova triangulace vytvofena nad vstupni mnozinou bodi ma tu vlastnost, ze pokud
neobsahuje zadné singularni ptipady rozlozeni bodi, je vzdy jednoznacna. To znamena, ze
neexistuje zadna jina triangulace, kterd by spliiovala Delaunayovo kritérium.

Delaunayova triangulace je dudlnim doplitkem Voroniovych diagrami a lze ji pouzit pro
jejich konstrukei.

Ke konstrukci Delaunayovy triangulace existuje mnoho algoritmt. Pro jejich blizsi pochopeni
je potieba se seznamit s ndsledujicimi poznatky. Nejprve si zaved’'me pojem protéjsi bod.

Definice 2-4, Protéjsi bod:

Necht' abc je trojuhelnik v triangulaci a adb sousedni trojuhelnik k trojuhelniku abc.
Protéjsi bod k trojuhelniku abc ptes hranu ab je bod d. Situaci znazoriuje Obr. 2.5.



Obr. 2.5: Protéjsi bod k trojihelniku abc pi‘es hranu ab je bod d.

Se znalosti pojmu protéjSi bod je mozné napsat nasledujici definici, ktera popisuje lokalné
optimalni hranu podle Delaunayova kritéria.

Definice 2-4, Delaunayovska lokalné optimalni hrana:

Necht’ ab je hrana triangulace A = (V, E) spole¢na dvéma trojuhelnikim abc a adb.
Hrana ab je lokaln¢ optimalni podle Delaunayova kritéria, pokud opsana kruznice
trojihelniku abc neobsahuje protéjsi bod d a zaroven pokud opsand kruznice
trojuhelniku adb neobsahuje proté;jsi bod c.

Hrana mtze byt lokéalni optimdlni podle jakéhokoliv jiného kritéria. Pro naSe ucely bylo
zvoleno Delaunayovo kriterium.

Pfi testovani, zda je hrana lokdln¢ optimélni, je zapottebi zjistit, zda se nachazi proté;jsi bod
uvnitt kruznice opsané bodiim daného trojuhelniku. Jedna z moznosti, jak toto otestovat, je
vypocitat stted a polomér kruznice, sestrojit z téchto parametri rovnici kruZznice a poté

testovat dosazenim protéjSiho bodu, zda lezi uvnitf nebo vné. Nerovnost, kterou musi
testovany bod spliovat, aby byl uvnitt, vypada nasledovne¢:

2 2 2
(x-x0) +-y) -r =<0
Rov. 1: Podminka bodu uvniti kruznice

, kde x, y jsou soufadnice testované¢ho bodu, xy, yy je stied kruznice a r polomér. Pokud je
nerovnice splnéna, bod lezi uvnitt kruznice. Problém je vSak vypocetné pomérné slozity.
Existuje snaz$i varianta, kterd nahrazuje hledani parametri kruznice a pocitani hodnoty
nerovnice. Bez odvozeni je zde uvedena vysledna forma. K otestovani bodu sta¢i pouze
vypocist hodnotu determinantu

ax Qy Clx2 + ayz
b: by b’+b)’
Cx Cy sz + Cy2

de dy d+dy’

det =

S VO GG w—y

Rov. 2: Test bodu uvnitf kruznice

, kde a, b, c jsou body tvoftici opsanou kruznici (indexy x,y oznacuji jejich slozky) a bod d je
testovany bod. Pokud je det > 0, lezi bod uvnitt kruznice, pokud je det <0, lezi vné, a pokud
det =0, lezi bod d na kruznici tvofené body a, b, c. Pti vypoctu je dilezita orientace bodi.
Tyto vysledky jsou platné pro body orientované proti sméru hodinovych rucicek. Pii opacné
orientaci vychazeji opacné vysledky. Existuje netrividlni uprava, ktera pievede tento
determinant 4x4 na determinant 3x3. Upraveny determinant vypada nasledovné:

10



ax-dv ay-dy (ax—dx)’ +(ay—dy)’
det=|be-dv by-dv (bx—ds) +(by—dy) |
cr-dv Cy-dy (cx—d) +(ov—dy)’
Rov. 3: Test bodu uvniti kruznice po ipravé

Takto se zjisti, zda bod lezi uvnitt kruznice opsané trojuhelniku. Pokud testem zjistime, Ze
hrana je lokdln¢ optimalni vzhledem k jednomu trojuhelniku, oznaéme jej ¢, je lokalné
optimalni 1 vzhledem k trojuhelniku sousediciho s trojuhelnikem ¢ pfes tuto hranu. Tento
trojuhelnik bude tedy spliovat test prazdné opsané kruznice vzhledem k bodtim trojuhelniku ¢.
Neni potieba tedy testovat hranu pro oba trojihelniky. Pokud protéjsi bod lezi vné kruznice,
je hrana lokaln¢ optimalni. Pokud vsak lokaln¢ optimalni neni, je potfeba ji optimalizovat
pomoci prohozeni. Pfi této operaci se zméni struktura dvou sousednich trojuhelniki.
Prohozeni se v anglické terminologii nazyva flip nebo také swap. Obr. 2.6 zndzoriiuje operaci
prohozeni, jejimz argumentem je hrana e.

Swap(e)

Obr. 2.6: Prohozeni hrany (flip, swap).

Pokud néjaké hrana neni lokdlné€ optimalni a je na ni provedena operace prohozeni, hrana se
stava lokalné optimalni. Pokud né&jaka hrana je lokalné optimdlni, neznamena to, Ze ve
vysledné triangulaci musi byt. Pokud totiz po prohozeni hrany e bude prohozena jind hrana
v témze trojuhelniku obsahujicim e, trojuhelnik se opét zméni a vzhledem k novému tvaru
trojuhelniku a tedy 1 kruznice opsané je mozné, Ze nova hrana lokalné optimalni nebude. Dalo
by se tedy fici, Ze lokalni optimalnost je nutnou podminkou k tomu, aby hrana byla ve
vysledné triangulaci, ne vSak postacujici.

Dva trojuhelniky, které dohromady tvoifi nekonvexni polygon, nejdou prohodit. Je to tim, ze
diagonala by musela lezet vné trojuhelnikii, coz je nekorektni. Nikdy vSak nenastane piipad,
kdy by kruznice opsana jednomu trojuhelniku obsahovala bod sousedniho trojuhelniku. Je to
tim, Ze kruznice jsou vypouklé vné od hrany. Situaci znazornuje Obr. 2.7.

a

d
c

Obr. 2.7: Dva nekonvexni trojuhelniky. Jejich kruznice opsané nikdy nebudou obsahovat protéjsi body.

2.3 Algoritmy konstrukce Delaunayovy triangulace

Algoritmti pro konstrukci Delaunayovy triangulace je mnoho. Algoritmy lze rozdélit na
online algoritmy a ty, které online nejsou. Online znamen4, ze do hotové triangulace Ize stale
pridavat body. Vstupni mnozinu bodi neni nutno znat pfedem. To je rozdil oproti
algoritmim, které online nejsou. Tam potfebujeme znat celou vstupni mnozinu jesté diive,
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nez zacneme algoritmus provadét. Termin online algoritmus je pouzivan i u jinych algoritmi
nez jen u konstrukci triangulace. Nékteré online algoritmy potiebuji znat rozsah oblasti, do
které budou body ptidavany.

V nésledujicim textu je rozebrano nékolik algoritmd. Diivod, pro¢ jsou zde rozebrany, je ten,
ze na jejich principu bude dale vysvétlena navazujici problematika.

2.3.1 Lokalni prohazovani hran

Algoritmus prohazuje hrany, dokud nejsou vSechny lokaln€ optimalni. Tento postup lze
pouzit i pro jiné triangulace nez jen pro Delaunayovu. Kriterium lokaln€ optimalni hrany by
bylo potom jiné. Pro Delaunayovu triangulaci je tim kritériem pravé lokalné optimalni
Delaunayova hrana, tedy prazdna opsana kruznice.

Algoritmus by se dal zapsat v pseudokddu asi nasledovné:

begin
Vytvo¥ jakoukoliv triangulaci T(V, E) nad vstupni mnoZinou vrchol®G V;
While (T neni lok&lné optimélni) do
begin
If (existuje lok&lné€ neoptimd&lni hrana e) then
Prohod (e) ;
end;
end.

(algoritmus 2-1: Lokalni prohazovani hran)

Co tedy algoritmus dé&la? Vytvoii libovolnou triangulaci nad vstupni mnozinou'. Viechny
hrany algoritmus zatadi do zasobniku a postupné testuje, zda jsou lokaln¢ optimalni.

Pokud néjaka hrana neni lokalné optimalni, provedeme na ni operaci prohozeni, hrana se tim
stava lokalné optimalni. Pokud néjaka hrana je lokalné optimalni, neznamena to, Ze ve
vysledné triangulaci musi byt. Pokud po prohozeni hrany e bude prohozena jina hrana v témze
trojihelniku, trojuhelnik se zméni a vzhledem k novému tvaru trojuhelniku a se zméni 1
kruznice opsana a je tedy mozné, Ze hrana e lokalné optimalni piestava byt. Proto je potieba
po prohozeni hrany ptidat do zadsobniku i zbylé 4 hrany z dvojice trojuhelnika (pokud tam jiz
nejsou).

Algoritmus takto legalizuje hrany, dokud se zasobnik nevyprazdni. V takovém piipadé jsou
vSechny hrany lokaln€ optimalni a tim je cela triangulace Delaunayova.

Tento algoritmus neni online, protoze potiebuje znat vSechny body predem.

2.3.2 Inkrementalni vkladani

Algoritmus inkrementalniho vkladani je online algoritmem konstrukce DT. Jediné, co
potfebujeme znat pfedem, je maximalni mozny rozsah soufadnic rozmisténi boda. Algoritmus
pracuje tak, Ze na pocatku vytvori dostateéné velky trojuhelnik z uméle ptidanych bodi. Do
vnittku tohoto trojuhelniku musi patfit vSechny ptichozi body. Tti uméle pfidané body musi
spliilovat podminku takovou, ze nesméji lezet uvniti zadné opsané kruznice néjaké hrany
vznikl¢ triangulaci. Teoreticky by mél mit velikost nekonecnou. Tento trojuhelnik bude
obsahovat celou triangulaci.

Do trojuhelniku se na pocatku vlozi prvni vstupni bod. Trojuhelnik se rozd€li na ti ¢asti, jako
je to na Obr. 2.8.

! Algoritmy na vytvoieni libovolné triangulace zde rozebrany nebudou.
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Obr. 2.8: Rozdéleni trojuhelniku na 3 ¢asti. Na levém obrazku je znazornén pouze vloZeny bod a na
pravém je vysledek po rozdéleni.

Zatim je vSe jednoduché. Algoritmus vSak nebude o moc slozitéjsi. Budou se vkladat dalsi
body. Postup je stejny. Rozd€lime opét trojuhelnik, ve kterém novy bod lezi. Takto lze
vytvaret triangulaci, kterd triangulaci sice je, ale neni Delaunayova. Proto, aby triangulace
byla Delaunayova, je zapotiebi, aby po kazdém vloZeni bodu a obnoveni triangulace byla
provedena nasledujici ¢innost. Vlozeny bod zménil trojuhelnik, do kterého byl vlozen. Proto
je potieba zkontrolovat jeho hrany, které ted’ ndlezi nové vzniklym trojuhelnikim. Situace je
znazornéna na Obr. 2.9. Vlevo je triangulace skladajici se pouze ze dvou trojuhelnik.
KruZnice opsané trojuhelnikiim neobsahuji Zadné jiné body triangulace. Po vlozeni bodu je na
obrazku vpravo znazornéna nova konfigurace bodi a tedy i kruznic opsanych. Nyni ob¢
kruznice obsahuji bod sousednich trojihelnikl. Proto je potifeba hranu e/ prohodit, aby se
stala lokaIn€ optimalni.

&\  — e,

€, e,

Obr. 2.9: Obrazek znazoriuje, jak se méni triangulace po vloZeni bodu a jaky je vliv na splnéni
podminky prazdné kruZnice. Zatimco opsané kruZnice levé triangulace neobsahuji Zidné sousedni body,
prava triangulace s pfidanym bodem tuto podminku uZ nesplituje. Na obrazku nejsou pro piehlednost
vyznaceny kruZnice pro testovani hran e; a e;.

Po kazdém vlozeni bodu je potieba otestovat hrany novych trojuhelniki (na obrazku e;, e,
e3). Pokud nejsou lokalné optimdlni, je potfeba je optimalizovat. Pokud prohozeni hrany
provedeme, vytvoifime nové trojihelniky, jejichz hrany nemusi byt lokdlné¢ optimalni. Je
potieba otestovat i ty a pfipadné prohodit. Tento postup se rekurzivné aplikuje dokud néjaka
hrana neni lokaln& optimélni. Pro E* Delaunayovu triangulaci je tento postup vzdy koneény a
pokazdé vede k cili.

Pfi implementaci se pouzivaji riizné datové struktury pro urychleni vyhledavéni, napt. DAG.
Jedna se o tzv. "pseudostrom" umoziujici rychlé hledani trojihelnik, v kterych se nachazi
nové vlozeny bod. Pomoci DAG Ize nalézt trojiihelnik v logaritmickém case.

2.3.3 Prechod do vyssi dimenze

Algoritmus zalozeny na piechodu do vys§i dimenze se v praxi moc nepouZziva. Je vSak velmi
dobrou teoretickou pomtckou pro vznik dalSich metod tykajicich se Delaunayovy
triangulace’.

Podstata algoritmu je nasledujici. Pokud jsou urcitym zptisobem namapovany body na kouli
nebo na paraboloid, miiZzeme sestrojit v prostoru konvexni obalku tohoto télesa urceného

* Napiiklad algoritmus v [maur04].
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namapovanymi body. Pokud hrany tvofici konvexni obalku promitneme zp&t do prostoru E?,
ziskdvame Delaunayovu triangulaci. Ptesto, Ze tato teorie vypada nepouZziteln¢ a mozna zprvu
nepiedstavitelné, je v dalSich kapitolach vidét jeji praktické pouziti pfi odvozovani
zajimavych teorii.

V naésledujicich odstavcich je problém rozebran podrobnéji. M&jme vstupni mnozinu bodi V'
sloZzenou z bodl v[x; y;]. Tyto body nyni promitneme na paraboloid. Operace promitnuti je
nasledujici. Pro tuto mnozinu boda v E* dopoéteme teti soutadnici z nasledujicim zptisobem:
z; = xiz + yiz . Vzniklé body oznacme vi" a mnoZinu téchto bodt jako Ve Operaci lze

matematicky formulovat nasledovné:
vilxs i => vi Txa yi xi + yi’l

Body vi'[x; i zi] leZi na paraboloidu daném implicitni funkci 0 =x + )7 — Z°. Situaci
znazoriiuje Obr. 2.10.

Obr. 2.10: Body z prostoru E*> namapované na paraboloid. Nad paraboloidem je vytvoiena konvexni
obilka, ktera je poté promitnuta do E’, kde vytvaii Delaunayovu triangulaci. Obrazek prevzaty z
[shew03a].

Dalsim krokem je vytvofit v prostoru konvexni obalku téchto bodl. Tato konvexni obalka se
sklada z trojuhelnikovych ploch. Hrany, které tvofi stény konvexni obalky, opét promitneme
v 2 v, 7 ’ ;e , r » .
zpét do prostoru E°. Operace zpétného promitnuti je nasledujici. Pro kazdou hranu mezi v;" a

vj" vytvoiime hranu mezi odpovidajicimi si body v; a v; z mnoZiny V.

Pfi zpétném promitani hran je vSak potfeba promitat jen hrany spodni ¢asti konvexni obalky.
Vznikld konvexni obalka totiz obsahuje i plochy uzavirajici body shora (na obrazku pro
prehlednost zakresleny nebyly). Tyto hrany je potieba vylougit. Vzniklé hrany v E? a body
z mnoziny ¥ tvoti Delaunayovu triangulaci.

Paraboloid, na ktery se body mapuji, miize mit svijj stfed posunuty o libovolnou vzdalenost.
Obecnéjsi rovnice paraboloidu by vypadala nasledovné:

0= (x-xo)2 + (y-yo)z—zz—mx—ny -c
Rov. 2-4: Obecna rovnice paraboloidu

, kde [xg,v9] je stfed paraboloidu, ¢ je libovolna konstanta urcujici posunuti stfedu
paraboloidu ve sméru osy z, m a n jsou konstanty urcujici naklonéni paraboloidu. Konvexni
obalka bodli namapovanych na paraboloid nezélezi na posunuti stfedu paraboloidu vici
vstupnim bodim. Stru¢ny diikaz tohoto tvrzeni by byl asi nésledujici: Delaunayova
triangulace je nezavisla na stfedu soufadné soustavy. Znamena to, ze vysledné hrany budou
stejné pii razném posunuti vSech bodii o jakoukoliv vzdalenost. Delaunayova triangulace je
pro nesingularni pfipady jednozna¢na (singuldrni piipady neuvazujme). Proto pro dvé riizné,
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navzajem posunuté mnoziny bodi musi byt stejné i hrany konvexni obalky. To proto, ze
piimo koresponduji s Delaunayovou triangulaci v E’, ktera je neménna pii libovolném
posunuti v ose XY. Znamena to tedy, ze triangulace miize byt namapovéana na jakykoliv
paraboloid. Pokazdé¢ bude vysledek pfechodu do vyssi dimenze stejny.

Algoritmus neni v praxi pfili§ pouzivan. Jeho pouzitelnost bude vidét v této diplomové praci
pfi teoretickém odvozovani.

2.4 Jinée triangulace

Jak jsme jiz mohli vidét, existuji i jiné typy triangulaci nez Delaunayova. Jen stru¢né se o
n¢kterych zminime.

Triangulace s minimalni vahou (Minimum weight triangulation, MWT)

Minimalizuje celkovou délku vSech hran v triangulaci. Pti konstrukci je potifeba sestrojit
vSechny mozné triangulace a vybrat z nich tu s minimalni celkovou délkou hran. Pro vétsi
pocet vrcholil je ¢asové velmi naro¢nd. Metoda ma exponencialni slozitost. Lepsi algoritmus
na konstrukci neni znam a neni zndmo, zda je mozné problém fesit v polynomidlnim case.

Greedy (zrava, hltava) triangulace (GT)

Tato triangulace se sklada z nejkratSich hran v triangulaci. Je aproximaci MWT v tom smyslu,
ze se celkovou délkou hran k MWT blizi. Je definovana algoritmem konstrukce.

Jeji slozitost je narozdil od MWT nizsi. P¥i pouziti brutalni sily slozitost dosahuje sice O(N?),
ale rychlejsi algoritmy maji sloZitost O(N’logN). Pro specialni piipad rovnomérné
rozloZenych dat miiZze dosdhnout 1 vypocetni slozitost O(N). Greedy triangulace se konstruuje
tak, ze se vytvori vSechny mozné hrany (samoziejmé se budou kiizit), sefadi se podle délky a
poté se vkladdaji do vysledné triangulace od nejkratS$i k del§im tak dlouho, dokud neni
triangulace uplna. Hltava se nazyva proto, ze jak algoritmus jednou hranu vlozi, jiz ji nemuize
vyjmout. To znamend, Ze sva rozhodnuti neméni a nevraci se. Postupné takto ,,hltd* hrany,
dokud nevytvoii triangulaci.

Datové zavislé triangulace

Triangulace berou v potaz i jiné vlastnosti nez jen vzdéalenost bodl. Touto vlastnosti byva
casto 1 vySka bodl nebo jakékoliv jind hodnota v bodech naméfend. Pro kazdy trojuhelnik
napiiklad pouziva jako kritérium jednak vzdalenost bodi (jako u Delaunayovy triangulace),
jednak odchylka normal dvou trojihelniki. Diky tomu zachovévaji tyto triangulace ostré
vyskové rozdily tim, Ze na ostrych ptfechodech se po triangulaci vyskytnou tenké trojuhelniky
kopirujici vrstevnici terénu.

2.5 Constrained Delaunay triangulation (CDT)

Constrained Delaunayova triangulace (zkracené¢ CDT) je cesky nazyvana Delaunayova
triangulace s omezenim (v anglické terminologii dalS$i pouzivany termin je Restricted
Delaunay Triangulation). Tato triangulace pracuje tak, ze vytvaii Delaunayovu triangulaci ze
vstupni mnoziny boda a hran. N¢které hrany v triangulaci jsou tzv. vnuceny, tj. triangulace je
musi obsahovat. Tyto vstupni hrany se nazyvaji povinné nebo vnucené. To, Ze miizeme vnutit
do triangulace urcité hrany, ma mnoho vyuziti. Jednim znich je napftiklad triangulace
nekonvexniho tvaru pifi zachovani vnéjSi nekonvexni obalky. Delaunayova triangulace by
obsahovala 1 konvexni obalku vstupnich bodl. Pii pouziti CDT miizeme definovat hrany
obalky jako povinné. Z vysledného CDT potom muizeme ofiznout vnéjsi ¢ast mimo povinné
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hrany a tim ziskavame opét nekonvexni tvar. Dal$i vyuziti je naptiklad pfi modelovani terénu,
kde mizeme pomoci hran vnutit i trojihelniky, které nejsou Delaunayovy.

Bude kazda vnucena hrana Delaunayova? Nebude. Tento pfipad nastane pokazdé, kdyz ma
byt vnucena hrana, kterd neni v Delaunayové triangulaci. To proto, ze Delaunayova
triangulace je pfi nesingularnim rozlozeni bodl vzdy unikatni. Jakakoliv jina triangulace nad
stejnou vstupni mnozinou uz neni Delaunayova. Takze vznikl4 triangulace nebude spliovat
Delaunayovo kritérium. Proto je zapotiebi definovat kritérium CDT.

Nejprve nasleduje definice viditelnosti, kterd bude pouZita v definici CDT.
Definice 2-5, Viditelnost:

Dva vrcholy a a b v grafu G = (V, E) jsou navzijem viditelné, pokud pfimka mezi a a b
neprotind Zadnou hranu z E.

Definice popisuje viditelnost tak, jak je intuitivné chdpana. Body na sebe vidi, pokud jim
v tom nebrani né¢jaka hrana. Dalsi definice popisuje CDT.

Definice 2-5, CDT:

Necht' graf G = (V, E) je planarni graf takovy, ze E # 0. Triangulace A = (V, EU E’) je
CDT grafu G, pokud vSechny hrany ab € E’ jsou takové, ze body a, b jsou navzijem
viditelné v grafu G, a hrana ab splituje podminku prazdné opsané kruznice (definice 2-2)
vzhledem k vrcholim viditelnych z a a b v grafu G [angla97a].

Definice je na prvni pohled trochu komplikovana. Hrany, které jsou do triangulace vnuceny,
oznacuje definice mnozinou hran E. Tyto hrany jsou vstupem stejné tak jako body. Hrany £’
jsou hrany, které jsou pfidany v ramci procesu triangulace. Definice tikd, Zze vSechny hrany
nevynucené z mnoziny £’ musi spliiovat podminku, ze jejich vrcholy jsou navzajem viditelné.
To znamend, Ze tyto hrany se nesmé&ji kiizit s hranami, které jsou vynucené jako vstupni
hrany. Druhd cast definice fika, ze pii posuzovani Delaunayova kritéria o hranach z
definice 2-2 jsou uvazovany pouze body, které jsou viditelné jak z a tak i z b s ohledem na
vnucené hrany z grafu G. To znamend, ze CDT muze porusovat kriterium prazdné opsané
kruznice hrany, pokud body, které do kruznice spadaji, nejsou viditelné z bodli tvoficich
hranu, protoze jim v tom brani vnucend hrana.

Tuto definici je mozné pouzit opét i pro trojuhelniky. Podminka fikd, Zze kruznice opsana
trojihelniku nesmi obsahovat zadny z bodu viditelnych z vnitiku trojihelniku.

Na Obr. 2.11 je znazornéna triangulace s vnucenou hranou ab. Tato triangulace nesplituje
podminky Delaunayovy triangulace. Hrana ab je vSak vnucend, takze i ptes to, ze kruznice
opsand trojuhelniku abc obsahuje bod d, tento bod neporusuje kriterium CDT, protoze neni
z trojuhelniku abc viditelny. Stejna podminka plati 1 pro trojuhelnik abd.

(o

d

Obr. 2.11: Jednoduchy priklad vnucené hrany ab. Trojuhelniky abc a abd nejsou sice Delaunayovské,
protoZe jejich opsané kruZnice obsahuji protéjSi body. Presto spliiuji podminku CDT, protoZe
trojihelniky na sebe pies vnucenou hranu ab navzajem nevidi.
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CDT muze byt tvofeno pouze hranami, které se nesmi navzajem kiizit. Takto je definovano
CDT v prostoru E”. V nasledujici kapitole bude vysvétlen pojem regularni triangulace.

2.6 Regularni triangulace

Regularni triangulace je zobecnénim Delaunayovy triangulace. Rozdil oproti ni je v tom, Ze se
vzdalenost mezi body nepocita jako eukleidovska vzdalenost, ale do vypoctu jsou zahrnuty 1
vahy bodt. Zptsob vypocteni vzdalenosti uvadi nasledujici definice.

Definice2-6, Power distance:
Mgjme mnozinu bodii S C R? x R, kde kazdému bodu p = (x1,x2) €S je piitazena vaha
wp. Bod s pozitivni vdhou mize byt interpretovan jako kruznice se stiedem p a

polomérem +/ Wp . Pro kazdy vazeny bod p definujme power distance z bodu x€ R’ do

2
p jako 7(x) =|xs|" = Wb, kde |xp| je Euklidovska vzdalenost z bodu x do bodu p.
[maur04]

Z definice vyplyva nékolik nésledujicich poznatkli. Vzdalenost nazyvana power distance se
méti vzdy zbodu, oznaCme jej p, ktery ma piifazenu ur€itou vahu, k n¢jakému bodu
v prostoru R’(tj. bod bez vahy). Bod p ma k ostatnim bodim tim mensi power distance, ¢im
vetsi je jeho vaha. Situaci je mozné priblizit pomoci kruznice opsané bodu p, jak je
znazornéno na Obr. 2.12.

Z

TE;J(JC)

Obr. 2.12: Power distance bodu p od bodu x je druha mocnina te¢ny eukleidovské vzdalenosti bodu x od
te¢ného bodu z ke kruZnici se stiedem p a polomérem Vwp.

Nasledujici definice hovoii o tom, co jsou to ortogonalni body .
Definice 2-7, Ortogonalita:

Dva véazené body p a x jsou ortogonalni, pokud |p|°=w, + w,. Z toho vyplyva, Ze
7236([9) =Wp a 7127()6) = Wx. Necht tifi vazené body tvoii trojuhelnik 4. Potom
existuje jedinecny vazeny bod z takovy, Ze z je ortogondlni ke vSem vdzenym bodim
z trojuhelniku 4. Tento bod se nazyva ortogonalni stfed trojuhelniku 4. [maur04]

Znézornéni vyznamu je ortogonality dvou bodi je na Obr. 2.13.
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Obr. 2.13: Body p a x jsou navzajem ortogonalni.

Pro ortogonalni stied plati néasledujici vlastnost. Pokud vahy bodid v trojuhelniku budou
nulové, potom ortogondlni stfed je sttedem opsané kruznice. Zatim byla definovana pouze
pravidla pro vypocet vzdalenosti v regularnich triangulacich. Nyni nasleduje definice toho, co
regularni triangulace je.

Definice 2-8, Regularni triangulace:

Trojuhelnik T je globalné regularni, pokud 7z(q)> wq pro vSechny body g€ S-{T}.
Mnozina globalné reguldrnich trojuhelniki tvoii regularni triangulaci.

Co tato definice znamena? Popisuje regularni triangulaci tak, Ze ortogonalni stfedy
trojuhelniki musi splitovat néjakou podminku vii¢i vSem ostatnim bodiim triangulace kromé
bodl trojuhelniku. Pokud by vSechny vahy boda v triangulaci byly nulové, potom by se
jednalo o testovani, zda néjaky bod nelezi uvnitt kruznice opsané a tim i o Delaunayovu
podminku. Takova triangulace by byla Delaunayova. Regularni triangulace je tedy
zobecnénim triangulace Delaunayovy.

Stejné tak jako Delaunayova triangulace ma svou duélni podobu ve Voroniovych diagramech,
tak 1 regulérni triangulace ma svou dualni obdobu v power diagramech.

Konstrukce regularnich triangulaci je velmi podobna konstrukcim Delaunayovych triangulaci.
I zde se pouziva pojem lokaln¢ regularni hrana.

Definice 2-9, Lokalné regularni hrana:

Necht' ab je hrana triangulace A = (V, E) spole¢na dvéma trojuhelnikim abc a abd.
Necht’ z je ortogonalni stfed trojihelniku abc. Potom hrana ab je lokalné reguldrni

pokud spliiuje podminku, ze 7=(d) > wa .

Jedna se tedy o definici podobnou Delaunayové lokalné optimalni hrang (definice 2-4), jen je
pouzité jiné kritérium. Lokalné regularni hrana ve vysledné triangulaci byt nemusi. Tato
podminka je opét pouze nutnou podminkou, ne postacujici. Pokud n¢jaka hrana neni lokalné
regularni, lze ji optimalizovat pomoci operace prohozeni (viz. kapitola 2.2). Tato hrana se
potom stava lokalné regularni.

Ke zjisténi, zda je hrana regularné optimalni, se pouziva podobny postup jako u Delaunayova
testu. Spoctenim determinantu Rov. 5 zjistime, zda testovany bod spliiuje pravidlo regularni
optimality.
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a av ax +ay —Wa
bx by bxz + by2 — Wb
e o o to —we
dx dy dx2 + dy2 — Wd

det =

ot e ek

Rov. 5: Test regularni hrany

V determinantu a, b, ¢ jsou body tvofici trojuhelnik, bod d je bod, ktery ma byt testovan na
splnéni kritéria, a w jsou véahy jednotlivych bodd. Pokud je det > 0, nespliiuje bod kritérium
lokalné regularniho bodu. Pokud det < 0, podminka je splnéna. Pokud je vysledek roven nule,
potom se jedna o singularni pfipad. V ptfipadé Delaunayové triangulace tento pfipad znamena,
ze tyto 4 body lezi na kruznici, a je v takovém ptipad¢ jedno, jakou konfiguraci hrana bude
mit. TotéZ plati i pro regularni triangulaci. Vysledek ovliviluje i1 orientace vstupnich bodi
stejnym zplisobem jako pro determinant Rov. 2.

Pfi srovnani determinantii Rov. 2 a Rov. 5 je zfejmé, Ze jediny rozdil je ve tfetim sloupci, kde
jsou navic odecteny vahy bodii. Regularni triangulaci si lze predstavit stejné jako mapovani
bodli na paraboloid podobné jako v kapitole 2.3.3. Problém se d& nahradit problémem
vytvotreni konvexni obalky nad body vyzdvihnutymi na paraboloid. Mapovaci funkce pro
regularni triangulaci by vypadala nasledovné:

+ 2 2
vilxi, yil => vi [xi yi, xi" + yi7 - w).
Rov. 6: Mapovaci funkce regularni triangulace

Jediny rozdil oproti mapovaci funkci pro Delaunayovu triangulaci je v odecteni vahy od tfeti
soufadnice. Tieti soufadnici oznatme z. MiZe nastat situace, kdy bod bude mit podstatné nizsi
vahu nez okolni body. Potom je mozné, ze se bod v konvexni obélce viibec neobjevi. Takovy
bod se nazyva redundantni bod. Toto je rozdil oproti Delaunayové triangulaci, kdy triangulaci
tvoti vzdy vSechny vstupni body. I zde je vidét, Ze pokud vSechny véhy bod budou rovny
nule, potom jde o problém mapovani bodl ,,pfesné* na paraboloid, neboli o konstrukci
Delaunayovy triangulace.

Konstrukce regularni triangulace je tedy podobna jako konstrukce Delaunayovy triangulace
s tim rozdilem, Ze determinant, podle kterého se pocita lokéalni optimélnost hrany, je odlisny.
Jsou zde vsak 1 jiné rozdily. Pii pouziti algoritmu lokalniho prohazovani hran se mize stat, ze
algoritmus dojde do situace, kdy nemize prohodit hranu. Situace, kdy toto miZe nastat, je
znazornéna na Obr. 2.14. Jsou na ném dva trojuhelniky v nekonvexnim tvaru. Pfi testu
Delaunayovy podminky nemize nikdy dojit k prohozeni hrany, jak bylo popsano v kapitole
2.2. Je to tim, Ze kruznice vzdy sméfuji pry¢ od hrany. Tyto kruZnice jsou znazornény na
obrazku. Pfi pouZiti reguldrni triangulace tento pfipad nastat muze. Staci, aby bod ¢ mél
takovou vahu (relativné vysokou), ze porusi podminku pro trojuhelnik adb.
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Cc

Obr. 2.14: Dva trojuhelniky abc a adb. Kruznice jsou kruZnice opsané. Pro Delaunayovu triangulaci je
hrana ab vZdy lokalné optimalni. Nemusi vSak uZ byt lokalné regularni, ale pies to nemuze byt prohozena
za hranu cd kviili tvaru trojihelniki.

V takovém piipad¢é nastava problém, protoze hrana nemize byt kvili nekonvexnimu tvaru
prohozena. Problém se fes$i pomoci zasobniku. Pokud hrana nemtze byt prohozena, zaradi se
do zésobniku a zpracuje se pozd¢ji. Problém se da feSit pomoci inkrementalni metody. Pfi
inkrementalni metod¢ je zaruceno, ze algoritmus probéhne v poradku.

V nasledujici kapitole budou probrany algoritmy konstrukce CDT v EZ.
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3 Existujici algoritmy na CDT

V této kapitole budou popséany algoritmy pro konstrukci CDT.

3.1 Anglada

Algoritmus, ktery je zde vysvétlen, je mozné nelézt v [angla97a]. Algoritmus je online,
podporuje prubézné vkladani bodl a hran. Popis omezime pouze na vnuceni hrany do hotové
triangulace. Nasledujicim postupem Ize tedy vnutit hranu do hotové Delaunayovy triangulace.

Nalezeni zasazené oblasti

Algoritmus nalezne vSechny hrany, které protind vnucena hrana ab. Takovych hran mtze byt
libovolné mnozstvi, zalezi na délce hrany. Obr. 3.1 znazoriiuje triangulaci, do niZz ma byt
vnucena hrana. VSechny protnuté hrany maji byt z triangulace odstranény.

Obr. 3.1: Vnuceni hrany ab do triangulace vymaze vSechny hrany, které protina. Silné je vyznacena
zasaZena oblast.

Oblast, kterd hranu ohranicuje, se nazyva zasazena oblast. Sklada se ze vSech trojuhelniki,
které jsou hranou protnuty. Existuje n€kolik zplisobt, jak takové trojuhelniky s protnutymi
hranami efektivné nalézt.

Existuje postup, ktery je také uveden v [angla97a]. Tento algoritmus M. V. Anglady, hleda
protnuté trojuhelniky systémem prochdzeni po sousedech smérem od bodu a do bodu b.

Na obrazku jsou to vSechny hrany protnuté hranou ab. Princip hledani oblasti je nasledujici.
Algoritmus vychazi zbodu a a prohleddvda ve smérem k b. Postupné prochéazi pies
trojuhelniky, které protind hrana. Nakonec skon¢i v trojuhelniku obsahujici bod b. VSechny
proslé trojuhelniky postupné uklada do seznamu.

K pochopeni algoritmu je zapotiebi vysvétlit funkci prot&jgiTrojthelnik (t, c). Princip je
podobny jako u hledani protéjsiho bodu. Protéjsi trojihelnik k bodu ¢ v trojuhelniku ¢ je
sousedni trojuhelnik, ktery sdili hranu ab s trojihelnikem ¢, ktera leZi naproti bodu c¢. Ukazka
je znazornéna na Obr. 3.2.
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Obr. 3.2: Protéjsi trojuhelnik.

Algoritmus pfechazi z bodu na bod kolem hrany az do bodu b hrany ab. Pokazdé vstoupi do
vSech bodl a vSech trojuhelnikti zasazené oblasti. Pti prichodu rusi trojihelniky, kterymi
projde. Druhd moznost je ukladat tyto trojuhelniky do seznamu.

Timto postupem vznikaji dal$i dva seznamy, seznam vrcholii horni zasazené oblasti (Py) a
seznam vrcholil dolni zasazené oblasti (Pr). Zde je potieba fici, ze algoritmus vnitiné pocita
testy na body horni a dolni pomoci orientacnich testi. Na Obr. 3.1 horni znamena vievo od
hrany a dolni vpravo od hrany ab vzhledem k bodu a.

Orientacni test se provadi spoctenim nasledujiciho determinantu Rov. 7.
bx by

ax Qay

det =

Rov. 7: Orienta¢ni test

, kde a=[ay, a,] a b=[by, by] jsou vektory. Pokud vysledek vypoctu determinantu vychazi
kladny, potom vektor b sméfuje doprava od vektoru a, pokud je vysledek zaporny, potom
vektor b sméfuje doleva od vektoru a, a pokud je determinant roven nule, potom maji vektory
stejny smér. Nasledujici algoritmus Alg. 1 v pseudokodu popisuje presnéji dany postup. Tento
algoritmus Ize nalézt v [angla97a].

Procedure FindAffectedArea (T:CDT, ab:Edge)

Begin
t := Najdi trojuhelnik, ktery obsahuje bod a je protnuty hranou ab;
Py := Prazdny seznam;
PL := Prédzdny seznam;
v o= aj;

while (b neni v t) do

tSEG := ProtéjsiTrojuhelnik(t, v);
VSEG := ProtéjsiBod (tsgg, t):;
if (vsggG je nad hranou ab)
begin
Vloz (Py, VSEG) i
v := bod sdileny t a tggg nad hranou ab
end
else
begin
Vloz (PL, VSEG) 7
v := bod sdileny t a tsgg pod hranou ab
end;

Odstran t z T

t = tseGs
end;
End;

Alg. 1: Hled4ni zasaZené oblasti
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Triangulace zasazené oblasti

Takto vytvorena zasazend oblast mé nasledujici velmi uziteCnou vlastnost. K vytvofeni CDT
staCi triangulizovat pouze tuto oblast. Dikaz je uveden v [angla97a]. Stru¢né vysvétleni:
vyjmutim hran z triangulace a pfidanim novych se nezméni konfigurace boda a tak i nova
Delaunayova triangulace zasazené oblasti bude spliiovat podminku prazdné opsané kruznice.

Triangulace zasazené oblasti se provadi zvlast’ pro horni ¢ast a zvIast pro ¢ast dolni. Toto je
mozné, protoze ob¢& oblasti na sebe navzdjem nevidi pfes vnucenou hranu. Déle je popsan
zpusob, jak algoritmus oblast triangulizuje.

Postup bude vysvétlen na triangulaci horni (levé) oblasti vytvofené vnucenim hrany ab. Pro
dolni (pravou) oblast je postup stejny. Je potieba nalézt bod, jehoz opsana kruznice
neobsahuje zadny dalsi bod. Je to takovy bod, ktery vytvaii s body a, b nejvétsi opsanou
kruznici. Pro tento bod nemusi platit, ze je ze vSech bodl nejblize hrané¢ ab i1 kdyz to tak
v dosti piipadech je. Tento bod je zndzornén na Obr. 3.3 jako bod c. Bod ¢ se propoji s body
vnucené hrany a vzniknou dvé nové hrany ab a bc. Tim vznikne 1 novy trojuhelnik abc,
jediny, ktery bude obsahovat vnucenou hranu. Zarovenn vznikly dvé nové oblasti dané
polygony tvofenych pravou a levou ¢asti horni hranice a noveé vzniklymi hranami. Na obrazku
jsou to polygony PI = (a, uj, ur, ¢) a P2 =(c, us, b). Pro kazdou nové vzniklou oblast
rekurzivné opakujeme stejny postup jako pro celou zasazenou oblast. Rekurze konci ve chvili,
kdy nové vznikla podoblast je trojihelnik.

u;r u2 U3

a

Obr. 3.3: Triangulace horni ¢asti zasaZené oblasti. Opsana kruZnice bodiim a, b, ¢ neobsahuje Zadny jiny
bod. Proto se oblast rozdéli na dvé ¢asti podle bodu c.

Vysledkem je tedy triangulace horni a dolni zasazené oblasti. Nové vznikla triangulace je
triangulace CDT. Takto muize algoritmus vkladat dalsi hrany do triangulace.

Nasledujici kapitola se vénuje algoritmu S. W. Sloana.

3.2 Sloan

Algoritmus mize byt nalezen v [sloan93a]. Algoritmus pouziva lokalni prohazovani hran ke
mimo jiné popisuje datové struktury, které urychluji provadéni metody. Zaroven je v ¢lanku
popsan 1 zpusob déleni oblasti na podoblasti, coZ urychluje vypocet. Omezime se pouze na
problémy, které se tykaji CDT.

Sloan pouziva, stejné jako Anglada, zasaZenou oblast stejn¢ jako Anglada. Tuto oblast zméni
tak, aby se v ni vyskytla vnucend hrana, oznacme ji ab. Proces ma dvé faze. V prvni fazi se
vnuti pomoci lokélniho prohazovani hran vnucend hrana ab. Tim vzniknou trojuhelniky, které
jesteé nejsou Delaunayovy. V dalsi fazi se ob¢ oblasti opravi tak, aby spliiovaly Delaunayovo
kritérium. K tomu se opét pouzije lokélni prohazovani hran.

Algoritmus v pseudokodu popisuje prvni ¢ast metody, vnuceni hrany ab.
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Najdi vSechny hrany protnuté vnucenou hranou ab a uloZz je do seznamu S
While (neni seznam S préazdny) do
Begin
e = Vyjmi hranu ze seznamu S.
Tl, T2 = Najdi trojuhelniky sdilejici hranu e
If (Tl a T2 tvofri nekonvexni c&ty¥uhelnik) /* prohozeni neni mozné */
Zarad e na konec seznamu S

Else
Begin
Prohod hranu e
If e je stédle protnutd hranou ab
zatad e na konec seznamu S
End

End /* while */
algoritmus 3-1: Vnuceni hrany

Takto se tedy vnuti hrana ab do zasazené oblasti. Na pocatku je seznam S vytvofen tak, ze
hrany jsou sefazeny podle toho, jak je algoritmus prochézenim od bodu a do bodu b nachazi.
Hledéani protnutych trojuhelnikl pracuje na principu podobném jako tomu bylo u algoritmu
Anglada.

Poté, co je vnucena hrana, je potieba opravit oblast tak, aby spliiovala Delaunayovo kritérium.
Toto se provadi pomoci prohazovani hran. Hrany, které nespliuji Delaunayovo kritérium jsou
prohazovany tak dlouho, dokud vSechny hrany toto kritérium nespliiuji. JednoduSe se
prochézi stale dokola vSechny nové hrany. Pokud narazime na hranu, kterd odpovida vnucené
hran¢ ab, presko¢ime ji. Tu prohodit nesmime. Pokud jiz neni Zadnd hrana, kterd by
potiebovala prohodit, skon¢ime. Timto je hrana vnucena a vznika CDT.

Nasledujici kapitola se vénuje algoritmu P. Maura.

3.3 Maur

Algoritmus P. Maura [maur04] vyuziva ptechodu do vyssi dimenze a reguldrni triangulace. V
této podkapitole bude rozebran podrobné algoritmus i s teorii, ktera jej vysvétluje.

Mg&jme mnozinu bodd ¥ v prostoru E’ a mnoZinu vstupnich povinnych hran E. Cilem je
zkonstruovat CDT ze vstupnich bodti obsahujici zadané hrany E. Algoritmus nejprve vytvoii
jakymkoliv zptsobem Delaunayovu triangulaci. Pfi konstrukci ignoruje vstupni hrany.
Vysledkem jsou hrany triangulace E".

Poté nasleduje hlavni Cast algoritmu, a totiz vnuceni vstupnich hran E. Algoritmus postupuje
tak, ze vnucuje hrany postupné, pro kazdou pouzije stejny postup. Nejprve je zapotiebi nalézt
zasazenou oblast. K nalezeni zasazené oblasti je mozno pouzit stejny postup jako je pouZzit v
algoritmu M.V. Anglady’. K sestrojeni CDT staéi triangulizovat pouze tuto zasazenou oblast
pomoci Delaunayovy triangulace se zohlednénim vnucené hrany. Toto je dokdzéno v
[angla97a]. Pfesngji feceno staci zkonstruovat Delaunayovu triangulaci v horni a dolni
zasazené oblasti®.

V kapitole 2.3.3 je vysvétlen algoritmus piechodu do vyssi dimenze. Na tomto principu je
zalozena konstrukce triangulace v zasazené oblasti. Zakladni mySlenka je zhruba nasledujici:

? Viz. kapitola 3.1, Anglada

4 Horni a dolni zasaZena oblast vysvétlena v kapitole 3.1, Anglada. Jedna se o seznamy v algoritmu ozna¢ené Py

aPL.
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namapovat oblast na paraboloid tak, aby se vnucend hrana objevila v konvexni obalce
sestrojené nad body v E°. Jak presn&ji namapovani provést rozebiraji nasledujici odstavce.

Potifebujeme namapovat zasazenou oblast na paraboloid tak, aby pfi tvorbé konvexni obalky
v ni vznikla jako konvexni hrana. Pfi pouziti jednoho paraboloidu je problém nefeSitelny.
Vnucend hrana, kterd neexistuje v Delaunayove triangulaci, zplsobuje promitnutim na
paraboloid jeho nekonvexitu. Tuto nekonvexitu neni mozné odstranit posunutim paraboloidu,
protoze konvexni obalka bodii vyzdvihnutych na paraboloid je nezavisla na posunuti stfedu
paraboloidu. Re$enim je pouzit dva paraboloidy a namapovat zvlast’ horni a dolni oblast na
vlastni paraboloid.

M¢jme hranu ab, kterou chceme vlozit do Delaunayovy triangulace (viz Obr. 3.4). Hrana ab
rozdéli zasazenou oblast na horni a dolni oblast. Mnoziny bodti z horni a dolni zasazené
oblasti jsou Vy = (vui, vuz) a VL = (vL1). Mnozinu vSech bodu, vzniklou spojenim mnozin
horni a dolni oblasti v&etn& bodti a a b, oznaéme V.

Obr. 3.4: ZasaZena oblast pii vkladani vnucené hrany ab do Delaunayovy triangulace. Py a P; jsou
seznamy obsahujici body horni a dolni oblasti.

Ob¢ oblasti je potieba namapovat na dva rizné paraboloidy. Mé&me dva rtizné paraboloidy QO
a (». Rovnice paraboloidi zatim nezname, budou odvozeny pozdéji. Nejprve je potieba
objasnit princip.

Vsechny body z horni oblasti z mnoziny Vy namapujeme na paraboloid Q; zpisobem, ktery
je popsan v kapitole 2.3.3. Body z mnoziny /1 namapujeme na paraboloid (,. Budeme
pouzivat stejné znaceni jako v kapitole 2.3.3. MnoZinu bodii zasazené oblasti ozna¢me V.
Mnozinu bodfi vyzdvihnutych na paraboloid oznaéme V. Jeji podmnozinu bodd vzniklych
z bodli mnoziny Vi oznaéme Vy'. Podobné oznaéme i mnozinu V" pro body dolni oblasti.
Jakykoliv bod v; namapovany na paraboloid oznaéme v;". Cilem je body namapovat tak, aby
pii vytvofeni konvexni obalky tohoto télesa jednak vznikla hrana a'b", tak i se nemohly
navzajem propojit body z mnozin Py a P;. Obé podminky vyjadiuji to samé. Tim, ze v
konvexni obalce bude hrana ¢ b", nemiize existovat zadna dalsi hrana protinajici tuto hranu.
Tim se zamezi jakémukoliv propojeni bodi z protéjSich oblasti (napiiklad bodl vy; a vi).
Hrana a*b" musi tedy byt v prostoru E’ umisténa tak, aby nezptisobovala nekonvexitu.

Paraboloidy nastavime tak, aby existovaly priniky paraboloidi ve vrcholech vnucené hrany
a” a b'". Zaroven je potfeba, aby hrana a'b" byla nejnize ze viech bodi. Diky tomu bude
konvexita zarucena a hrana bude i v konvexni obalce. Situaci znazornuje Obr. 3.5.

> Mnozina ¥ obsahuje na Obr. 2.1 body a, b, V1, Vua, Vit
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Obr. 3.5: ZasaZena oblast namapovana na paraboloidy Q; a @>. Vnucena hrana je nejniZe poloZena a
proto body z protéjsich oblasti nemohou byt pfes ni propojeny hranou.

Z obrazku je vidét, jak maji paraboloidy vypadat. Horni a dolni oblast bodu se ,,nalepi* na
plochy dvou paraboloidfi. Nahled na danou z boku situaci je na Obr. 3.6.

Obr. 3.6: Nahled z boku na body promitnuté na dvé plochy paraboloidi. Horni oblast je znazornéna

vlevo, dolni vpravo. Body a ab’ vnahledu splynuly v jeden (bJr je vzdalenéjsi). Kiivka vykreslena plnou
¢arou znazoriuje krajni oblast paraboloidu, ¢arkovana kiivka znazoriuje prunik dvou paraboloidi. Na

nejniz§im misté tohoto pruniku leZi body a+, b,

Na tomto obrazku je vidét, ze hrana a'b" je nejnize poloZena ve sméru osy Z. Body
z protéjSich oblasti nevytvoii mezi sebou hrany az na body nejvyse polozené. Jak je ale
uvedeno v kapitole 2.3.3, promitaji se zpét jen hrany z dolni ¢asti konvexni obalky. U
piikladu zobrazeného na obrazku to bude hrana vur v, ktera nebude zpétné promitnuta do
triangulfcg Jak je tedy na tomto ptikladu vidét, vSechny body se musi propojit pies vanucenou
hranua'b".

Je ale zaru€eno, ze hrany konvexni obdlky pro horni a dolni oblast vytvoii Delaunayovu
triangulaci? Zaruceno to je a to tim, ze pii konstrukci konvexni obalky jedné oblasti jsou body
druhé oblasti nepodstatné. To proto, ze diky hrané a'b" nikdy mezi sebou nemohou vytvofit
hranu. Lze tedy teoreticky vytvofit konvexni obalku horni a dolni oblasti zvlast’ a poté oblasti
spojit. Dokonce né¢které algoritmy konstrukce konvexni obdlky jsou na tomto principu
zalozeny®. Jinak Feteno, konstrukce konvexni obalky se pro dvé oblasti stava lokalnim
problémem nezavislym na zbytku bodu.

% Jsou to algoritmy typu rozdél a panuj.
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Uvazujme triangulaci jedné oblasti bez jakékoliv znalosti bodd druhé oblasti. Zvolme
napiiklad oblast horni s body z Vy. Body této oblasti lezi na paraboloidu Os, ktery je zadan
podle obecné rovnice paraboloidu. Neni problém pouzit metodu prechodu do vyssi dimenze,
jelikoz jsou vSechny podminky splnény. Jak jiz bylo uvedeno, metoda na posunuti
paraboloidu nezavisi. Sta¢i tedy pouze vytvofit konvexni obalku a promitnout spodni Cast
obalky zpdt do prostoru E’. Timto postupem ziskavame Delaunayovu triangulaci jedné
oblasti. Opakovanim stejného postupu pro oblast druhou (dolni) ziskdvame druhou cast
Delaunayovy triangulace. Ob& oblasti dohromady tvoii CDT, jak jiZz bylo feceno na zacatku
této podkapitoly.

Rovnice paraboloidu

Nyni se podivame na to, jak budou definovany paraboloidy. Zaméifme se zatim pouze na
hledani jednoho paraboloidu pro jednu z ¢asti zasazenych oblasti (napiiklad horni). Jediny
pozadavek je takovy, aby hrana a'b" leZela nejniZe ze viech bodli obou oblasti. Na Obr. 3.7 je
znazornéna hrana ab a dvé kruznice k; a k,. Uvazme, Ze stfed kruznice k, je i stfedem
paraboloidu, ktery ozna¢me P. Pokud promitneme kruznici k, na paraboloid P, kruznice se
promitne do prostoru jako kruznice k", ktera bude ve vSech svych bodech mit stejnou vysku.
To proto, Ze stfed paraboloidu P je i stfed kruznice k,. Pokud bychom na tento paraboloid P
promitli napiiklad kruznici k;, kruznice by se nepromitla jako kruznice ale jako uzaviena
kiivka v prostoru E*. Na paraboloid P promitneme hranu ab, ziskavame a'b". Body a*a b*
lezi na kruznici k", Viechny body, které v prostoru E* lezi uvnitt kruZnice k. (napiiklad bod
Vvu2), se promitnou na body leZici nize nez body kruznice k; a tim i nize nez body a'b". Toto
je navodem, jak najit stfed paraboloidu. Paraboloid musi mit takovy stfed, aby vSechny ostatni
vrcholy ¢asti oblasti lezely mimo kruznici k, (pro tento ptipad). Postup nalezeni paraboloidu
bude ptesnéji popsan v nasledujicim textu.

Pokud budou body leZet daleko od hrany a b, miize mit paraboloid mensi strmost stoupani v
misté hrany. Pokud naopak budou body blizko hrany a"»", musi paraboloid rychle stoupat,
aby body vrcholy byly vy§ nez body hrany. Paraboloid bude strmé&jsi v bodech vzdalen¢jSich
od stiedu. To znamena, Ze ¢im bliz budou body k vnucené hrang, tim bude muset mit
paraboloid od hrany vzdalengjsi stfed, aby v mist¢ hrany byl strmé&;si.

Obr. 3.7: KruZnice opsané zasaZené oblasti. KruzZnice k; protina body a, b, vy;. KruZnice k, prochazi body
a, b, vyz. KruZnice k, neobsahuje Zadné body, proto jeji stied bude i stied paraboloidu.

Obr. 3.7 znazoriuje zasaZzenou oblast s vnucenou hranou ab. Hledame paraboloid takovy, aby
body a” a b" leZely ve stejné vysce vzhledem k soufadné ose Z'. Ve skutenosti je mozné,

7 Situace je znazornéna na Obr. 3.6. Body ¢ a b" v nahledu splyvaji v jeden.
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aby body vnucené hrany ve stejné vySce na ose z nelezely. Byl vSak zvolen tento postup,
protoZze je jednodussi na pochopeni a implementaci.

Ozna¢me hledany paraboloid P (je to bud’ paraboloid Q; pro horni oblast nebo Q> pro oblast
dolni). Paraboloid P bude tedy mit tedy stejny stied jako kruznice opsand bodiim a a b. Tuto
kruznici oznaéme k. Takovych kruznic opsanych je nekone¢né mnoho. Dalsi podminkou je,
aby hrana a'b" lezela nejnize. To znamena, Zze viechny ostatni vrcholy piislusné &asti
zasazené oblasti musi lezet mimo kruznici k. Proto hledame takovou kruznici k, ktera
neobsahuje ve svém vnititku Zadné body z ¢asti zasazené oblasti, pro kterou hledame
paraboloid. Jednoduchy a rychly algoritmus nalezeni stfedu kruznice k& je popsan
v nasledujicim odstavci.

Oblasti horni a dolni se prohledavaji zvlast. V jednom kroku pracujeme jenom s jednou
oblasti (horni nebo dolni). Vstupem je seznam bodii ¢asti zasazené, ozna¢me jej S. Na zacatku
algoritmus ulozi do proménné BOD prvni bod v seznamu S. Tato proménna uchovava treti
bod, ktery bude tvofit kruznici. Poté algoritmus cyklicky prochazi vSechny dal§i body
v seznamu krom¢ prvniho, ktery byl pevné zvolen jako nejvhodnéjsi bod na kruznici. Prave
prochdzeny bod je uloZen v proménné Bi. V nasledujicich bézich cyklu jsou provadény testy,
zda kruznice tvotena body a, b, BOD obsahuje pravé iterovany bod Bi. Pokud ano, je tieba
kruZnici nové opsat bodim a, b, Bi. Bod Bi se v tom piipad€ uloZi do proménné BOD a
algoritmus pokracuje déale ve smycce. Nova kruznice ma vétsi polomér, avSak pokryva mensi
plochu z testované Casti zasazené oblasti. Nepokryva zadnou plochu, kterd by nebyla pokryta
kruznici starou. Kruznice se sice zmenila, ale neni tieba testovat jiz otestované body, jelikoz
ty lezely mimo kruZznici, ktera pokryvala dokonce vétsi plochu. Az algoritmus projde vSechny
body, zisk&va kruznici s nejvétsim polomérem tvofenou body a, b a Bi.

[lustrace je na Obr. 3.7. Testujeme oblast horni, Py. Nejprve vytvoiime kruznici obsahujici
body a, b, vy; (na obrazku oznaend k;). Pfi druhém kole cyklu testujeme bod vy a zjistime,
ze bod lezi uvniti kruznice. Proto pro dalsi cykly budeme jiz pouzivat novou kruznici z boda
a, b, vy, (na obrazku oznacenou k). Protoze dalsi zadné body v oblasti nejsou, algoritmus
skon¢i a vrati kruznici neobsahujici zadny dalsi bod, kruznici oznacenou k,. Takto ziskame
kruznici jednim prichodem ptes vSechny body zasazené oblasti. Narocnost je tedy O(N), kde
N je pocet bodii zasazené oblasti. Pro urychleni neni tvofena rovnice kruznice v prabchu
iteraci. ZjiStovani parametrti kruZznice je vypocetné narocné. V pribchu iteraci staci jen
testovat, zda kruznice tvofena tfemi body obsahuje dany testovany bod. K tomu jsou
pouzivany determinantové testy z kapitoly 2.2, Rov. 3. Tyto testy jsou rychlej$i nez urovani
parametrii kruznice. Parametry kruznice potfebujeme znat az pro vyslednou kruznici,
abychom nasli stfed paraboloidu.

Kdyz zname stfed paraboloidu, potfebujeme jest¢ dopocitat jeho posunuti ve sméru osy Z.
Oba paraboloidy musi mit vlastnosti takové, Zze hranu a'b’ namapuji na stejné misto
v prostoru E®. Regeni je snadné. Body hrany se dosadi do jednoho paraboloidu, kterému
zvolime parametr ¢ ndhodné®. Poté udélame to samé pro druhy paraboloid. Rozdil slozky
zpro bod a" namapovany na prvni a druhy paraboloid pfipoéteme k parametru ¢ druhého
paraboloidu.

¥ Parametr ¢ uréuje posunuti ve sméru osy z. Rovnice je v kapitole 2.3.3, Rov. 2-4. Zvolit parametr miizeme
naptiklad roven nule.
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Vlastni konstrukce

V této podkapitole je vysvétleno, jak vlastni konstrukce CDT algoritmem Maur probiha.
Jedno teseni by mohlo byt konstruovat konvexni obalku nad body namapovanymi podle vyse
uvedeného postupu. Takovéto feSeni problému je vSak numericky ndaro¢né. Existuje
vypocetné rychlejsi zplisob, a to pouziti regularni triangulace. Jak jiz bylo feceno v kapitole
2.6, konstrukci regularni triangulace je mozné prevést na konstrukci konvexni obalky bodua
namapovanych na paraboloid posunutych o jejich vahu. Pokud vahy jsou nulové, body lezi na
paraboloidu a jejich regularni triangulace tvoti Delaunayovu triangulaci. Zde plati i obecnéjsi
pravidlo, ze pokud body maji vahy takové, Ze vysledné pozice bodt lezi na paraboloidu, jejich
regularni triangulace tvofi také Delaunayovu triangulaci. Kazdy bod tedy mlize mit takovou
vahu, aby jeho tieti soufadnice z odpovidala hodnoté pozadované pro algoritmus (viz vysSe
uvedeny postup). Pro hodnotu tieti soufadnice z; definujme rovnici:

_ 2.2
Vi =X tyi —w;

kde z; je pozadovana vyska i-t¢ého bodu, x;, y; jsou soufadnice bodu a w; je vaha, kterou
potfebujeme spo&ist. Vztah x;° + yi ve vzorci reprezentuje paraboloid se stiedem v po&atku
soufadné soustavy. Tento paraboloid je pluvodni paraboloid, na ktery jsou implicitné
mapovany vSechny body pii pouziti regularni triangulace (poté je od nich odectena vaha).
Cilem je tedy najit takové vahy w;, aby pfesunuly body z tohoto paraboloidu na dva vyse
odvozené paraboloidy. Vzorec jednodusSe upravime na:

- .2 2
Wi = Xi +yi — Zj.

Takto vypoctenou vahu w; pouZzijeme jako vahu do vypoctu regularni triangulace. Horni ¢ast
zasazené oblasti mapujeme na paraboloid Q;, dolni Cast na paraboloid (,. Mapovani
provedeme tim, ze do rovnice paraboloidu dosadime mapovany bod. Vyslednd vyska je
hodnota z, z které dopocitame vahu w. Pro body a a b jsou hodnoty v stejné pii mapovani na
oba paraboloidy. Vahy w vychazeji vSak odli$né pro paraboloid Q; a paraboloid Q.. Pfitom
nezalezi na tom, na ktery paraboloid bod mapujeme, protoze paraboloidy jsou nastaveny tak,
aby se protinaly v bodecha” a b".

Poté sestrojime regularni triangulaci. To provedeme pomoci zasobnikové metody. Na pocatku
zasobnik obsahuje vSechny hrany. V cyklu vyjimdme hrany ze zasobniku, dokud neni
zasobnik prazdny. Kazdou hranu, kterd neni lokdln€¢ regularni, prohodime. Zaroven do
zasobniku zatfadime vSechny vné¢jsi hrany, pokud tam jesté nejsou. Pokud narazime na lokalng
regularni hranu, jen ji vyjmeme ze zésobniku a nic dalsiho s ni neprovadime. Algoritmus je
podobny algoritmu lokdlnimu prohazovani hran z kapitoly 2.3.1. Po vyprazdnéni zésobniku
zustavaji vSechny hrany lokalné regularni. Jak jiz bylo zminéno vyse, hrany v tomto stavu
tvori CDT.

Pokud vnucujeme vzajemné blizké hrany, algoritmus, jak je popsany vySe, by mohl zrusit
pfedchozi povinnou hranu. To proto, Ze hrana by mohla byt uvnitf zasazené oblasti nové
hrany. Proto je tfeba do algoritmu prohazovani hran ptidat podminku, aby algoritmus nikdy
neprohazoval dfive zafazenou povinnou hranu. Poté metoda funguje bez problémd.

Metoda se ukézala byt funkéni na vétSinu svych vstupti. V nékterych piipadech selhala.
Dlivodem byly numerické chyby. Jejich rozbor, navrh jejich odstranéni a dalsi popis vysledkt
je v kapitole 8.3.

29



4 Komprese

Jednim z cild diplomové prace je vyzkouSet algoritmus Maur jako kompresni algoritmus
trojuhelnikovych siti. Této problematice se vénuje tato kapitola.

4.1 Existujici metody

Tato kapitola se vénuje kompresim triangulaci pomoci Delaunayovy triangulace. Realna data
se mohou skladat z nékolika stovek tisici bodii. Pfenos takového mnozstvi dat po siti mize
byt Casove narocné. Proto je komprese trojuhelnikovych siti ¢asto probiranym tématem.

Strucné zde budeme prezentovat metodu komprese trojuhelnikovych siti za pouziti
Delaunayovy triangulace. Tato metoda mtze byt nalezena v [kim99a]. Metoda je zalozena na
poznatku, Ze vétSina trojuhelnikovych siti je podobna sitim Delaunayovym. To znamena, ze
vétsina hran téchto siti je Delaunayovych. Staci tedy ulozit jen body a rozdil mezi hranami
v Delaunayové¢ triangulaci a pivodni triangulaci. Neni potieba ukladat Delaunayovy hrany,
protoZe tyto hrany mohou byt vytvotfeny konstrukci Delaunayovy triangulace.

Rozdil hran je uloZen nasledovné. Triangulaci, kterou chceme komprimovat, oznac¢me 7, jeji
vrcholy ozna¢me V. Méjme dva seznamy hran. Jeden seznam uklada hrany, které v triangulaci
chybi, aby triangulace byla Delaunayova. Tento seznam oznaéme M’. Hrany, které jsou
v komprimované triangulaci navic oproti Delaunayové triangulaci, oznaéme P'’. P¥i kédovani
sestrojime nad body z mnoziny V" Delaunayovu triangulaci, ozna¢me ji DT. Kazdou hranu z
DT, ktera neni v T, ulozime do seznamu M. Kazdou hranu z 7, ktera neni v DT, ulozime do
seznamu P. Hrany, které jsou jak v T tak i v DT, neuklddame, protoze budou vytvofeny
pomoci Delaunayovy triangulace. Pfiklad je na Obr. 4.1.

Metoda navic pouziva vylepSeni na ukladani hran, které tvofi v grafu strom. Vysledky, které
autofi ¢lanku naméfili, jsou pfiznivé. Algoritmus je schopen zakddovat hrany s kompresnim
pomérem 0.23 bitli na vrchol.

4.2 Komprese pomoci algoritmu Maur

Jednim z cili diplomové préce je vyzkousSet pouziti algoritmu Maur na komprese triangulaci.
Problém je podobny jako v pfedchozi v podkapitole 4.1. Potfebujeme néjak efektivné
zakodovat hrany. Princip této metody je pouziti CDT. Triangulaci, kterou chceme
komprimovat oznaCme 7, mnozinu jejich vrcholii oznacme V. Delaunayovu triangulaci
vytvofenou nad mnozinou bodu ¥ ozna¢me DT. Déle se budeme zabyvat tim, jak zakodovat
hrany, které se vyskytuji v 7, ale nejsou v DT. Zkusme uvazit postup, kde kazdou takovou
hranu vnutime jako povinnou hranu za pouziti algoritmu Maur.

° Oznateni M je zkratka pro Minus. Seznam obsahuje hrany, které se pii dekompresi od Delaunayovy
triangulace musi odecist, aby vznikla ptivodni triangulace.

1% Oznageni P je zkratka pro Plus. Seznam obsahuje hrany, které se pii dekompresi musi p¥icist k Delaunayové
triangulace, aby vznikla ptivodni triangulace.
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Obr. 4.1: Komprese pomoci Delaunayovy triangulace. Obrazek a) znazoriiuje komprimovanou
triangulaci. Obrazek b) znazoriiuje Delaunayovu triangulaci vytvofenou nad stejnou mnoZinou bodii.
Obrizek c) zobrazuje rozdil mezi a) a b). Carkované jsou &ary, které jsou v b) navic, plnou &irou jsou
znazornény hrany, které v b) chybi.

Cilem je vytvotit kompresi, kde se ukladaji body a jejich vahy. Dekomprese je zalozena na
tom, ze predava body a jejich vahy algoritmu Maur, ktery nejprve vytvofi normalni
Delaunayovu triangulaci a potom pomoci vah bodi wvnuti potiebné hrany. Co tedy
potfebujeme ke vnuceni jedné hrany: je zapotifebi ptedat védhy bodl v zasazené oblasti
vnucené hrany. Algoritmus Maur poté vnuti pozadovanou hranu. Problém je vSak ten, Ze pfi
tomto vnucovani hrany zméni i hrany jiné. Pocate¢ni uvaha by se dala upravit tak, Ze
nehledame rozdil triangulace T od triangulace DT, ale hleddme popis ptivodni triangulace T
jako CDT. Schéma komprese je na Obr. 4.2. Algoritmus komprese by tedy mé¢l za ukol najit
CDT popis k dané triangulaci T. Tento postup zatim nebyl nikde v této praci popsan.
Predpokladejme, Ze jsme schopni k dané triangulaci najit jeji popis jako CDT. To znamena, Ze
dokazeme libovolnou triangulaci popsat jako mnozinu bodit a mnoZinu vnucenych hran tak,
aby konstrukce CDT nad touto mnozinou vytvofila plivodni triangulaci T. Déle tento CDT
popis upravime tak, ze pro kazdou hranu vypocteme vahy bodd, jak to je popsano v algoritmu
Maur. To znamend, zZe namisto hran ulozime pouze véhy bodil v zasazené oblasti. Toto je
vysledny komprimovany format.

Dekomprese by potom vypadala tak, Ze by se ulozeny vstup pouzil pro algoritmus Maur.
Pfesnéji pouze pro jeho ¢ast vnuceni hrany pomoci regularni triangulace. Vahy bodi jsou

v ee
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Komprese Dekomprese

Triangulace T Triangulace T

Inverzni CDT

A 4

CDT popis Maur
(body + povinné hrany)

Prirazeni vah 5
Prenos

CDT popis
(body + hrany zadané vahami)

Obr. 4.2: Schéma a komprese

Pti kompresi kazdou vnucenou hranu popiseme pomoci vah bodu v jeji zasazené oblasti. Zde
vSak vyvstava velka nevyhoda tohoto algoritmu. Dostavame pro kazdou hranu alespoil Ctyfi
hodnoty vah. Ctyii proto, Ze zasazena oblast se sklada ze dvou bodii vnucené a nejméné dvou
dalsich bodii uzavirajici polygon. Ve vétsin€ piipadt je vSak bodi v zasaZzené oblasti vice.
Vahy regularni triangulace jsou realna Cisla. Je ale moznost pii implementaci uSetiit misto
pouzitim jiného datového typu, naptiklad integeru. To proto, Ze algoritmus vypoctu nezavisi
na presnych hodnotach, ale na vzdjemném poméru velikosti vah bodi. JednodusSe feceno,
sta¢i pro stejnou vyslednou konfiguraci hran jen to, Ze vdha je napiiklad dvakrat vétsi nez
néjaka jina véha a uz nezalezi na pfesnych hodnotach vah. Proto je mozné nepouzivat reélné
datové typy. Kazd4d hrana vSak ptesto potfebuje na zakddovani alespon Ctyii celd cisla
navazana n¢jakym zptusobem na piislusné body. Toto navazani vSak neni Gplné jednoduché.
Pokud mame dvé vnucené hrany el a e2, které jsou v t€sné blizkosti, jejich zasazené oblasti
se protinaji. Potom i body téchto zasazenych oblasti potiebuji dvoje vahy, jedny pro hranu e/
a druhé pro hranu e2. Pti ukladani vah je tedy tfeba u vah rozlisit, ke které¢ hran¢ se vazi. To
indexti bodi, které hrana propojuje, je pamétové méné narocné. Usetiime nejméné dvé cela
Cisla na ulozeni jedné hrany. Vnuceni hrany pomoci zadani vah okolnich boda je tedy
neefektivni. Plivodni zdmér algoritmu byl ulozit ke kazdému bodu véhu a potom sestrojit
pomoci algoritmus Maur CDT. Kvili vyse uvedenému problému je takovy pfistup
neefektivni.

Dalsim problémem by pfi pouziti takového algoritmu mohlo byt hledani popisu CDT ke
vstupnimu grafu. Jedna se o problém provadéni inverzniho algoritmus k algoritmu konstrukce
CDT. Hledani takové metody by piekradovalo rozsah diplomové prace, proto zde zadny
postup popsan nebude.

Zavérem lze fici nasledujici. Dosli jsme k zavéru k tomu, Zze pouziti algoritmu Maur pro
komprese siti nepfinasi vylepSeni kompresniho poméru oproti jinym snaz$im metodam.
Kompresni pomér by byl vyssi oproti béznému ulozeni trojuhelnikové sité. Lep§iho poméru
by se dosdhlo pouze, pokud by sit’ byla velmi podobnd Delaunayové triangulaci, jelikoz
bychom nemuseli kddovat mnoho hran. I tak je ale lepsi pouzit jednodussi metodu rozdilu
hran popsanou vyse.

32



5 Delaunayova Triangulace v E*

Tato kapitola se vénuje Delaunayové triangulaci v E*. Delaunayova triangulace v E* propojuje
body do tetrahedronu (Ctyfsténu), viz Obr. 5.1.

d

b

Obr. 5.1: Tetrahedron a, b, c, d.

Stejné jako trojuhelnik, tak 1 tetrahedron ma orientaci. Na obrazku je tetrahedron definovany
poradim vrcholll a, b, ¢, d. Tuto orientaci nazveme pravoto¢ivou. Opacnou orientaci by mél
tetrahedron definovany a, b, d, c. Tuto orientaci nazveme levotocivou. Kazdy tetrahedron
sousedi se Ctyfmi tetrahedrony stejné¢ jako trojuhelnik sousedi se tfemi trojihelniky.
Delaunayova triangulace v prostoru E’ je také nazyvana tetrahedronizace.

5.1 Definice a pojmy
Nyni definujme triangulaci v E°.
Definice 5-1, Triangulace v E’:

Necht ¥ je mnozina vrchold v prostoru E’. Triangulace 7 je mnozina &tyfsténd, pro néz
plati nasledujici vlastnosti:

1. bod p € E’ je vrcholem &tyisténu tehdy a jen tehdy, pokud p patfi do mnozZiny V.

2. prusecik dvou Ctyfsténit z mnoziny 7 je bud prazdny nebo se jednd o spole¢nou
sténu, hranu a nebo vrchol. 1
Definice ma stejny vyznam jako definice pro Delaunayovu triangulaci. Jediny rozdil je, Ze je

roz§ifena o jednu dimenzi. Pro E® triangulaci plati stejna pravidla jako pro E’ triangulaci.
Nasledujici definice popisuje Delaunayovu triangulaci v E°.

Definice 5-2, Delaunayova triangulace v E’:

Necht ¥ je mnozina vrcholt v prostoru E*. DT je triangulace nad mnoZinou bod@ ¥, pro
které plati, ze koule opsana kazdému Ctyfsténu neobsahuje zadny dalsi bod z V.

Tato definice fika to samé, jako definice pro Delaunayovu triangulaci v E*. Jediny rozdil je
v tom, ze testy se provadi pomoci koule opsané Ctyisténu.

Potiebné pojmy pro triangulaci v E® jsou prot&jsi tetrahedron, prot&jsi bod a soused pies
trojuhelnik.

" Definice byla upravena a pievzata z [koho02a].
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Definice 5-3, Protéjsi tetrahedron vzhledem k bodu:

M¢jme tetrahedron a, b, ¢, d a sousedni tetrahedron c, b, e, d, jak je zndzornéno na
Obr. 5.2. Protgjsi tetrahedron k tetrahedronu a, b, ¢, d vzhledem k bodu a je sousedni
tetrahedron ¢, b, e, d.

d

b

Obr. 5.2: Tetrahedron a, b, ¢, d se sousednim tetrahedron ¢, b, e, d.

wewr

Definice 5-4, Protéjsi bod vzhledem k bodu a tetrahedronu:

M¢jme tetrahedron a, b, ¢, d a sousedni tetrahedron c, b, e, d, jak je zndzornéno na
Obr. 5.2. Protéjsi bod k tetrahedronu a, b, ¢, d a bodu a je bod e.

Definice 5-5, Soused pres trojuhelnik:

M¢jme tetrahedron a, b, ¢, d a sousedni tetrahedron c, b, e, d, jak je zndzornéno na
Obr. 5.2. Soused k tetrahedronu a, b, ¢, d pies trojuhelnik b, ¢, d je tetrahedron a, b, c,
d.

5.2 Testovani Delaunayova kriteria

Pii testovani Delaunayova kriteria postupujeme stejn& jako v E* variant&. Nasledujici definice
definuje pojem Delaunayova lokaln¢ optimalniho trojtihelniku.

Definice 2-5, Delaunayiiv lokalné optimalni trojihelnik:

Necht’ b, ¢, d je trojahelnik spole¢ny dvéma tetrahedront a, b, ¢, d a c, b, e, d. Situaci
znazoriiuje Obr. 5.2. Trojuhelnik b, ¢, d je lokdlné¢ optimalni podle Delaunayova
kritéria, pokud koule opsana tetrahedronu a, b, ¢, d neobsahuje bod e.

Pokud je kriterium splnéno tak, jak je definovéno, je vzdy platné i pro druhy tetrahedron. To
znamena, ze koule opsana tetrahedronu c, b, e, d neobsahuje bod a. Kriterium prazdné opsané
koule Ize testovat podobnym zplsobem jako kriterium prazdné opsané kruznice. Implicitni
rovnice koule je

2 2 2 2
(x—=x0)"+ (v=yo) +(z—z0)" =1 =0,
Rov. 8: Implicitni rovnice koule

kde [xo, yo, zo] je stted koule, [x, y, z] je dosazovany bod, ktery chceme testovat. Pokud je
rovnice splnéna, potom dosazovany bod lezi na povrchu koule. Pokud vyraz na levé strané
rovnice vychdzi mensi nez nula, bod lezi uvnitf koule, pokud tento vyraz vyjde vétsi nez nula,
bod lezi vné koule. I zde vyvstadva stejny problém s nalezenim parametrii koule. Existuje
vypocet pomoci determinantu, ktery je odvozen z rovnice Rov. 8. Test Ize provést bez znalosti
parametrt koule. Vypocet se provadi dosazenim bodii do determinantu 5x5:
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Ax ay a: ax’ + Cly2 + Clz2
b by b: b’+b’ b’
det=| ¢ Cy Cz sz + Cy2 + sz

d d d- di+d’+d’

e e e e +e’iel

S ' G G O w—y

Rov. 9: Test bodu uvnitf koule

, kde a=/lay ay, a:], b=1[by by, b.], c=[cyc,c:] a d=1[dy d, d:] jsou body tvotici
tetrahedron, kterému je opsana koule. Bod e =[e, e, e:] je testovany bod. Vysledek
determinantu urcuje pozici testovaného bodu e vzhledem ke kouli opsané bodiim a, b, c a d.
Pokud determinant vychézi vétsi nez nula, lezi bod e uvnitt koule. Pokud determinant vychazi
mensi nez nula, lezi bod e vné koule. Pokud je determinant roven nule, bod e lezi na povrchu
koule. Stejné jako determinant testu bodu uvnitf kruZnice je mozné zjednodusit', podobnou
upravu lze provést i zde. Determinant 1ze redukovat na determinant 4x4:

ar-ex  ay-e a:-e: (ar-e) +(ay-e) +(a:-e:)’
bi-ex  by-ey  b:-e:  (bx-ex) +(by-e) +(b:-e:)
Cr-ex  C-e  c-e:  (ci-ex) +(cv-ey) +(c:-e)’
di-ex  dv-ey di-e:  (dv-ex) +(dy-e) +(d:-e:)

Rov. 10: Test bodu uvnitf koule po upravé

det =

Dosazenim bodt do determinantu a jeho vypoctenim lze jednoduse zjistit, zda bod lezi uvnitt,
vn¢ anebo na kouli. Vypocet je zavisly také na orientaci bodi. Znaménkové testy vySe
popsané plati pro tetrahedrony orientované levotoCivé. Pokud je tetrahedron orientovany
pravotoCiveé, vysledny determinant je potfeba pied porovnanim znaménka vyndsobit
hodnotou -1.

Pokud bod lezi uvnitt koule, je zapotiebi pozménit triangulaci tak, aby bod lezel vné koule.
Zde jiz neni problém tak piimodary jako je to v E’ triangulaci. V E? triangulaci staci
jednoduse prohodit hranu. Zde je prohozeni komplikovangjsi. V E* dva trojihelniky tvofici
dohromady nekonvexni Gtyfstén jsou vzdy vzhledem k sob& navzajem Delaunayovy. V E?
piipadé to tak byt nemusi. Proto je tfeba prohazovat i dva nekonvexni tetrahedrony. Dokonce
existuji konfigurace, které prohodit nejdou. Typtim prohozeni se vénuje nasledujici kapitola.

5.3 Prohozeni konfigurace tetrahedronu

V E* triangulaci je prohozeni jednoduchou zileZitosti. Kazdé dva trojihelniky maji dvé
mozné konfigurace. Pokud tvoii konvexni c¢tyfuhelnik, pokazdé bylo mozné konfiguraci
prohodit (viz. kapitola 2.2). Pokud mély trojuhelniky nekonvexni tvar, jejich sdilend hrana
sice prohodit nejde, ale neni to potieba. To proto, ze dva nekonvexni trojuhelniky vzdy splnuji
Delaunayovo kritérium.

U Delaunayovy triangulace vE’ je prohozeni konfigurace dvou tetrahedroni
komplikovanéjsi. Za prvé mohou existovat tetrahedrony, které prohodit nejdou, za druhé

"2 Test bodu uvniti kruznice Ize nalézt v kapitole 2.2, Delaunayova triangulace, rovnice Rov. 2: Test bodu uvniti
kruznice upravena na vztah Rov. 3: Test bodu uvniti kruznice po uprave.
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existuje i vice moznosti prohozeni. Postupné zde popiSeme a vysvétlime rizné varianty
prohozeni konfigurace dvou a vice tetrahedronli. Zaroveni budou vysvétleny 1 piipady, kdy
prohozeni neni mozné. Prohozeni se dost Casto oznacuje anglickym slovem swap.

Swap 23

Swap 23 je swap, pti kterém jsou dva tetrahedrony rozlozeny na tfi (proto 2—3). Tento typ
prohozeni konfigurace zndzornuje Obr. 5.3.

B
R

Obr. 5.3: Swap 23. Dva sousedni tetrahedrony 7;, 7, jsou pFi swapu 23 rozloZeny na tfi tetrahedrony

T
d

e

Ty, Ty a T3 . Tetrahedrony jsou pro nizornost vykresleny oddélené.

Swap 23 je mozny provést jen se dvéma tetrahedrony v konvexnim tvaru. Dva tetrahedrony
maji konvexni tvar, pokud diagondla mezi dvéma jejich navzajem nesdilenymi body (ed)
protina sdileny trojuhelnik (abc). Konvexnost tetrahedrond je jedinou podminkou provedeni
swapu 23. Pokud je tato podminka splnéna, prohozeni je vzdy mozné provést.

Swap 32

Swap 32 je prohozeni konfigurace, pii kterém tii tetrahedrony se spoji ve dva. Situace je
znazornéna na Obr. 5.3. Jedna se o opacny swap ke swapu 23. Tetrahedrony 7;°, 7>” a T3’ se
spoji v tetrahedrony 77 a T». Dalsi priklad je na Obr. 5.4. Zde je situace piehledné;jsi.

T.! swap32
3

Obr. 5.4: Swap 32. Tetrahedrony 7, T2’ a T3’ se spojily v tetrahedrony 77 a T,. Pravy obrazek je mirng
pootocen okolo svislé osy, aby byl vidét i bod c.

Podminkou pro tento swap je nekonvexnost dvou tetrahedront 7,” a 7,’. Swap 32 sice
pouziva tii tetrahedrony, ale swap je proveden pravé kvuli nesplnéni podminky prazdné
opsan¢ koule dvou tetrahedrontl. Pokud tedy zjistime, ze dva tetrahedrony jsou nekonvexni, je
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titeba najit v siti tfeti tetrahedron. Na Obr. 5.4 tfeti tetrahedron existuje (je oznacen 73’). Ne
pokazdé vSak v siti je tieti tetrahedron vhodny k provedeni swapu. Dva tetrahedrony 7;,° a 7>’
na Obr. 5.5 nemohou provést swap 32, protoze v siti neni tfeti tetrahedron. Na misto toho jsou
tam dva tetrahedrony 73’ a T,. Swap by byl mozZny, pokud by se nejprve prohodily
tetrahedrony 73’ a T, swapem 23.

Obr. 5.5: Dva nekonvexni tetrahedrony 7’ a 7, nemohou provést swap 32, protoZe jim k tomu chybi
tieti tetrahedron. Misto tfetiho tetrahedronu jsou v siti dva tetrahedrony 73‘a T°.

Swap 22

Zatim jsme vysvétili dva typy swapt. Swap 23 prohazoval dva konvexni tetrahedrony,
swap 32 prohazoval dva nekonvexni tetrahedrony. Dal$i zatim neuvedenou moznosti jsou dva
tetrahedrony, jejichz dva trojuhelniky lezi v jedné roving. Tyto tetrahedrony jsou znazornény
na Obr. 5.6.

d

Obr. 5.6: Swap 22. Prohazuji se dva tetrahedrony 77> a T>’. Jejich body b, ¢, d a e lezi v roving.
Vysledkem jsou dva tetrahedrony 7; a 15, kde opét body b, ¢, d a e leZi v roviné.

Prohozenim téchto tetrahedronli vzniknou dva nové tetrahedrony, jejichZ trojuhelniky opét
lezi v roviné. Podminka pro swap 22 je, ze jejich dva trojuhelniky museji lezet v roviné a
zaroven tyto trojuhelniky museji byt na okraji sité, to znamend, ze trojihelniky jsou soucasti
konvexni obalky. Pokud by totiz napravo od tetrahedrontt 7" a 7, byly dalsi dva
tetrahedrony, nemohli bychom prohodit jen tetrahedrony 7" a 7,’. V tom ptipadé bychom
museli pouzit swap 44.
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Swap 44

Swap 44 se pouziva v pripadech jako swap 22 jen s rozdilem, ze sousedi pies trojuhelniky
lezici v rovin€ existuji. To znamena, Ze tetrahedrony nelezi na kraji konvexni obalky. Jedn4 se
vlastné o dvakrat provedené prohozeni. Swap 44 demonstruje Obr. 5.7. Provedeme swap 22
na tetrahedrony 7,° a 75’ (vznikaji 7 a T») a zaroven provedeme swap na tetrahedrony 73’ a
Ty (vznikaji Ts a Ty).

d

f swap 44

Obr. 5.7: Swap 44. Trojuhelniky b, ¢, d a b, e, ¢ dvojic tetrahedronta T, T>’, T3’ a T leZi v roviné. Po
prohozeni vznikaji tetrahedrony 7, T5, T5a T.

Podminky pro provedeni swapu 44 jsou nasledujici. Dva tetrahedrony musi lezet v roving a
sousedi pres rovinné trojuhelniky musi obsahovat stejnou konfiguraci tetrahedronti na druhé
stran¢.

5.4 Algoritmy DT v prostoru E*

Jako algoritmus konstrukce Delaunayovy triangulace v prostoru E’ zde rozebereme
algoritmus inkrementélni konstrukce. Postup je podobny postupu popsanému v kapitole 2.3.2.

Inkrementalni vkladani

Tento algoritmus je online algoritmem. Pfesto na pocatku potiebujeme znat rozsah vstupni
mnoziny bodi. Princip je podobny jako v E? pfistupu, i zde je potieba nejprve sestavit hlavni
tetrahedron, do kterého budou vkladany vstupni body. Tento tetrahedron, ozna¢me 7y, body
tohoto Ctyfstény budou na konci algoritmu z triangulace odstranény. Tetrahedron 7)) musi byt
tak velky, aby vSechny vstupni body lezely uvniti tohoto tetrahedronu. Teoreticky by bylo
dobré, kdyby jeho body lezely v nekonecnu. Pti realizaci jsou vsak hodné vzdalené body
nebezpecné kviili numerickym problémuam.

Do tetrahedronu 7)) se vkladaji postupné vstupni body. Pti vloZeni prvniho bodu se rozdéli
tetrahedron 7)) na 4 mensi tetrahedrony. V tomto kroku nic dalSiho neprovadime. Pii vlozeni
dalsich bodu je potfeba vzdy najit tetrahedron, v kterém se nachazi nové vlozeny bod. Tento
tetrahedron je potieba rozd¢€lit. Miize vzniknout rizny pocet tetrahedronii v zavislosti na tom,
zda bod vlozime do prostoru tetrahedronu, na hranu a nebo na sténu tetrahedronu. Po vzniku
novych tetrahedronii je potieba vSechny wvnéjsi trojuhelniky, které nalezi novym
tetrahedroniim, lokalné optimalizovat podle Delaunayova kritéria. Vnéjsi trojuhelniky jsou
vSechny trojuhelniky nalezici novym tetrahedrontim kromé navzéajem sdilenych trojahelniki.
Pokud vnéjsi trojuhelniky nejsou lokalné optimalni, provedeme na pfislusné tetrahedrony
sdilejici trojuhelnik vhodny swap. swapu vzniknou nové tetrahedrony, jejich mnozinu
ozna¢me N. Po tomto swapu mame zaruceno, Ze trojuhelniky sdilené témito tetrahedrony
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budou lokaln¢ optimalni. Testovat se dale budou jen trojuhelniky, které jsou vzhledem
k ostatnim tetrahedronim z mnoziny N vné&j$i. To znamend, Ze testujeme trojuhelniky
navzajem nesdilené tetrahedrony z mnoziny N. Pokud nejsou lokalné optimalni, je potieba je
prohodit a rekurzivné opakovat stejny postup na vSechny vnéjsi trojuhelniky.

Prohozeni je vzdy mozné jenom jedno ze étyf moznosti. Zde je rozdil oproti E* variantg, a to,
7e prohozeni nemusi vzdy byt mozné provést. Takovy ptipad nastane, pokud prohazujeme
dva tetrahedrony majici dohromady nekonvexni tvar. Jedna se o pfipad popsany v kapitole
5.3, kde ke swapu 32 chybi tieti tetrahedron. Tento 1ze feSit pomoci fronty. Pokud prohozeni
neni mozn¢, vlozi se dany trojuhelnik do fronty a prohozeni se provede az to mozné bude. Do
fronty se vkladaji vSechny trojihelniky, které nejsou lokalné optimalni. Oblast je obnovena ve
chvili, kdy se fronta vyprazdni. Druha moznost je algoritmus implementovat pomoci rekurze.
Pokud narazime na trojihelnik, ktery nelze prohodit, dale se o n€j nestarame. Algoritmus totiz
tento trojuhelnik optimalizuje pozdéji sdm. To znamend, Ze se rekurzivni postup na
trojuhelnik vZzdy dostane i jinou cestou. Varianta s frontou a varianta srekurzi vzdy
konverguje.

Pokud jsou vloZeny vSechny body, je zapotiebi odstranit z triangulace Ctyfi body uméle
vytvotfené pro tetrahedron 7). Po odstranéni bodli a k nim patficich krajnich tetrahedrond,
ziskavame Delaunayovu triangulaci v E* pro vstupni mnoZinu bodx.
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6 CDTE®

V této kapitole bude popsan problém CDT pro E’. Zaroveii budou popsany algoritmy, pro
jejichz implementaci jsme se rozhodli.

Nejprve definujme viditelnost. Definice je pouhym rozsifenim definice viditelnosti z kapitoly
2.5 o jednu dimenzi.

Definice 6-1, Viditelnost v E’:

Dva vrcholy @ a b v E’ triangulaci T jsou navzajem viditelné, pokud tGsecku ab
neprotind zadny trojuhelnik z triangulace 7.

Definice popisuje viditelnost tak, jak je intuitivné chdpana. Body na sebe vidi, pokud jim
v tom nebrani zadn4 sténa n&jakého tetrahedronu. Dalsi definice popisuje CDT E°.

Definice 6-1, CDT E’:

Necht' V' je mnozina bodl v prostoru E’. M¢jme mnozinu trojuhelnikd, které jsou
tvofeny nad body z mnoZiny V a navzajem se neprotinaji. Tuto mnozinu oznaéme F.
CDT je mnozina tetrahedroni tvofenych jednak z trojuhelnik F jednak i z pfidanych
trojuhelnikl . Vytvorené tetrahedrony musi spliiovat nésledujici podminky:

e Tetrahedrony tvoii triangulaci. To znamend, Ze spliiuji vSechny podminky dané
definici 5-1.

o Koule opsané tetrahedrontim nesméji obsahovat zadny vrchol triangulace viditelny
z vnitfnich bodl tetrahedronu. Viditelnost se v tomto pifipadé vztahuje pouze na
trojuhelniky F."

Definice popisuje CDT pro E’ tak, jak je tomu v pripadé pro E>. Rozdil je zde pouze
v rozsifeni o jednu dimenzi. Pfi testovani Delaunayova kritéria uvazujeme jenom body, které
jsou viditelné z vnitiku tetrahedronu vzhledem ke hranam F. To znamend, Ze ve viditelnosti
nam nebrani hrany F.

Pouziti CDT je stejné jako v E* pripadg. Nej¢ast&j§i vyuziti je obnoveni nekonvexniho tvaru
hranice néjakého télesa.
6.1 Algoritmy CDT v prostoru E°

Pro konstrukci CDT E’ neexistuje mnoho algoritmi. Budou zde popsany dva algoritmy:
zametaci algoritmus a algoritmus inkrementdlniho vkladani hran pomoci swapi. Oba dva
algoritmy pochézi od Jonathana Richarda Shewchuka'.

6.1.1 Inkrementalni algoritmus

Popis algoritmu mutze byt nalezen v [shew(03a]. Inkrementélni algoritmus je inkrementalnim
z hlediska postupného vkladani povinnych hran do triangulace. Toto je rozdil od konstrukce
Delaunayovy triangulace, kde inkrementalni algoritmus byl ten, ktery postupné vklada body.

13 Definice byla prevzata z [koh02a].

' Jonathan Richard Shewchuk piisobi na Kalifornské univerzité v Berkeley. Jeho oborem jsou pievazné meshe a
jejich konstukce. V €lancich zabyvajicich se problematikou CDT je €asto citovan (ne jenom v nich).
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Tento algoritmus je pro na§ vyzkum metod v E* pomémé dilezity, proto bude podrobngji
popsan.

Algoritmus je v ¢lanku popsan obecné pro N dimenzi a funguje i pro reguldrni triangulaci.
Algoritmus tvoifi CDT z takzvaného PLC (Piecewise Linear Complex). PLC je zndzornéno na
Obr. 6.1 a). Na obrazku b) je vysledek algoritmu, CDT vytvoiené z PLC.

a) b)

Obr. 6.1: Piecewise linear complex (PLC) na a) a jeho CDT na obrazku b). Obrazek je pievzaty
z [shew(2a].

Jak je vidét na Obr. 6.1, PLC je celkem komplikovany utvar. Mize obsahovat diry,
samostatné body a vnitini fezy. Ve skutecnosti PLC je mnoZzina bodu, povinnych trojihelnikt
a povinnych hran. Povinnymi hranami se pro prostor E* v této praci nezabyvame. Algoritmus
je pouzitelny jen pro urcitd PLC. Jde o to, Ze ne pro vSechny PLC existuje CDT. V ¢lanku
jsou popsany podminky pro existenci CDT k danému PLC. Tyto podminky jsou definovany
pro libovolny pocet dimenzi. Zde si uvedeme pouze variantu, ktera odpovida konstrukci CDT
v prostoru E* a E*. Ke kazdému trojrozmérnému PLC existuje CDT, pokud kazd4 jeho hrana
splnuje podminku, ze existuje koule opsana této hrané, ktera neobsahuje zadny jiny bod uvniti
koule ani na povrchu této koule. Pro na$ ptipad to znamend, ze pokud dokazeme ke kazdé
hran¢ povinného trojuhelniku najit takovou opsanou kouli, kterd nebude obsahovat zadny
dalsi bod, CDT je mozné zkonstruovat. Toto je vSak postacujici podminka, ne nutna. To
znamena, ze 1 kdyz takova koule neexistuje, je mozné ze CDT bude piesto existovat, jen to
neni stoprocentné zaruceno. Pro pfipad dvojrozmérny je podminka definovana pro prazdné
opsané kruznice kazdého bodu. Toto je vzdy splnéno. Proto pro E* existuje vzdy CDT. Vice
detaili o tom, kdy CDT existuje mize byt nalezeno v [shew(2a].

Pokud pro PLC neexistuje CDT, lze upravit PLC pomoci pfidani bodu tak, ze CDT bude
existovat. Bod je do PLC pfidan pomérné slozitymi metodami popsanymi v [shew02a].
Podrobnéji se pfiddnim bodu zabyvat nebudeme.

Existuje 1 ptipad, kdy neexistuje Zddnd triangulace zadané oblasti. Timto ptipadem je
napiiklad Schonhardtiv polyhedron zndzornény na Obr. 6.2. Ten obsahuje tii diagonalni

hrany, které jsou povinné. Neexistuje zpiisob, jak tento polyhedron jakkoliv triangulizovat.
Pokud se vSak do vnittku télesa piida vhodné jeden bod, triangulace je mozna.
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Obr. 6.2: Schonhardtiv polyhedron je vytvoien oto¢enim jednoho konce télesa vlevo. Tim vznikaji tfi
diagonalni hrany.

Pro néasledujici text se omezme pouze na vysvétlovani problematiky konstrukce CDT.
Predpokladejme tedy, ze pro dané PLC existuje CDT. PLC pfevedeme na mnozinu bodt a
povinnych trojihelnikii. Zaroveit se omezime pouze na vkladani jednoho trojuhelniku do
triangulace. Ozna¢me V vstupni mnozinu bodl, F mnozinu povinnych trojuhelnikd a ¢
aktudlné vkladany trojuhelnik.

Vstupem pro algoritmus je zkonstruovand Delaunayova triangulace nad mnozinou bodu.
Algoritmus vnuceni trojuhelniku je podobny algoritmu Maur z kapitoly 3.3. Pouziva také
ptechodu do vyssi dimenze a regularni triangulace. Prestoze algoritmus zvlada tvofit i CDT
pro regularni triangulaci, vysvétleni zamé&fime pouze na konstrukci CDT pro Delaunayovu
triangulaci.

Algoritmus nejprve nalezne zasazenou oblast. Nalezeni zasaZené oblasti je podobné
dvojdimenzionalnimu piipadu a bude podrobné rozebrano v kapitole 6.2. Kazdému bodu
horni a dolni Casti zasazené oblasti pfifadi vdhu w; rovnou 0. Algoritmus uchovava svij
vniting pocitany ¢as 7. Princip je zalozen na postupném zvySovani tohoto svého ¢asu r. Véha
kazdého bodu w; se méni v zavislosti na Case r. Vztah pro vypocet vahy bodu x; pro aktudlni
cas je
w; =r *d(t, x;)
Rov. 11: Vahy bodi

, kde 7 je povinny trojihelnik, d(?, x;) je vzdalenost bodu x; od trojahelniku ¢ a  je Cas.
Takto mame piifazené vahy k bodiim v zavislosti na Case. Na zakladé téchto vah bude
provadéna regularni triangulace zasazené oblasti. Na pocatku jsou vahy nulové, to znamena,
e viechny trojithelniky v oblasti jsou lokaln& regularni'”. Diivod je ten, Ze pokud jsou vahy
vSech bodl nulové, jedna se o specidlni ptipad, kterym je regularni triangulace.

Algoritmus pouziva prioritni frontu, do které na zacatku zaradi vSechny trojuhelniky, které
jsou protnuté vnuceny trojuhelnikem z. Ur€eni priority, se kterou jsou trojuhelniky do fronty
zafazovany, zde nebude pfesné popisovano. Prioritou trojuhelniku je cas, kdy prestane byt
dany trojuhelnik lokaln¢ regularni. Trojuhelniky jsou =z fronty vybirany podle prave
aktualniho ¢asu. Vybrany trojuhelnik je prohozen pomoci vhodného swapu. Urceni vhodného
swapu bylo popséano v kapitole 5.3. Po prohozeni se stdva trojuhelnik lokalné regulérni. Do
fronty zafadime vnéjsi trojuhelniky tetrahedronti, které vznikly po provedeni swapu. Pfi
zatazeni do fronty je trojuhelniku opét piifazena priorita podle vySe popsané¢ho postupu.

15 Lokalng regularni trojuhelnik sice v diplomové praci nebyl definovan, ale byla definovana lokalné regulérni
hrana (viz. kapitola 2.6). Lokalné regularni trojuhelnik je pouhym rozsiteni definice do E’.
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Algoritmus takto zvySuje ¢as a provadi swapy trojuhelniki dokud se fronta nevyprazdni. Po
vyprazdnéni fronty je trojtihelnik # do oblasti vnucen a oblast spliuje kritéria CDT.

Algoritmus pouziva jesté tzv. Pertubation method, kterd zamezuje singularnim ptipadim,
které by mohly vzniknout v ur¢itém case r. Tyto pfipady by vazn€ mohly narusit chod
algoritmu, proto je jeji pouziti velmi dilezité. Metoda vSak neni tolik dulezita pro tuto praci,
proto bude jeji popis vynechan.

Princip algoritmu by se dal vysvétlit nasledujicim zplisobem. Jeho princip je podobny
principu algoritmu Maur z kapitoly 3.3. Vyuziva také prechodu do vys$si dimenze a reguldrni
triangulace. U algoritmu Maur se tvofi dva paraboloidy, na které se zasazena oblast promitne
tak, Ze povinna hrana je soucésti konvexni obalky. Piedstavme si vySe popsany algoritmus
aplikovany na triangulaci v prostoru E*. Zde se hrana promitd na jeden paraboloid, ktery se
postupné zakitivuje tak, aby se hrana vyskytla v konvexni obélce. Zaktiveni paraboloidu je
zpusobeno vahami w;, které jsou prifazeny bodim zasazené oblasti. Tyto vahy se zvétSuji
v zavislosti na €ase (viz rovnice Rov. 11). Vahy jsou zavislé i na vzdélenosti od povinné
hrany (resp. povinného trojuhelniku pro E’). Cim vzdalen&jsi je bod od hrany, tim rychleji
roste jeho vaha v zdvislosti na ¢ase. Vahy bodl vhucené hrany se neméni, protoze vzdalenost
je nulova. Tim se horni a dolni oblasti postupné zvysuji, dokud se vnucend hrana neobjevi
v dolni ¢asti konvexni obalky.

Podobnost s algoritmem Maur je v principu konstrukce. Algoritmus je vSak navrzen pro
vSechny dimenze a zvlada i1 regularni triangulaci. Pozvolné ménéni vah zamezuje moznému
zaseknuti algoritmu. Algoritmy vyuzivajici swapy ke vnuceni trojuhelniku jsou nachylné na
zaseknuti algoritmu. V [joe89a] je dokazano, ze neni vzdy mozné zménit libovolnou
triangulaci na cilovou triangulaci pomoci sekvence swapt. V nékterych ptipadech mtize dojit
k zaseknuti. Dokonce ne kazdy postup swapti k cili vede a to 1 pfesto, Ze oblast je mozné
pomoci swapi na cilovou pfeménit. Proto pouziva algoritmus systém prioritni fronty, ktera
urcuje spravné potadi swapii.

Algoritmus obsahuje 1 dalsi ¢asti, které nebudou popsany. Metoda je pomérné slozitd na
implementaci.

6.1.2 Zametaci algoritmus pro konstrukci CDT ve vyssSich dimenzich

Popis algoritmu mutze byt nalezen v [shew(00a]. Algoritmus pracuje na principu zametacich
algoritmi. Tyto algoritmy nejsou inkrementalni, to znamend, Ze potiebuji znat vstupni
mnozinu pied zacatkem vykonavani konstrukce. Algoritmus tvofi zaroven nepovinné hrany i
hrany povinné. Zde je rozdil napiiklad oproti algoritmu Maur, Anglada nebo Sloan, které
vkladaji hrany do triangulace postupné. Do hotovych CDT umi tyto algoritmy stale ptidavat
nové hrany. Toto neplati u zametaciho algoritmu.

Tento algoritmus ma za vstup body a povinné trojuhelniky mezi témito body. Algoritmus ma
dv¢ varianty. Triangulace je tvofena bud’ zametdnim rovinou nebo kouli. Varianta s rovinou
pracuje tak, ze se pohybuje rovina kolma na jednu zvolenou osu ve sméru této osy. Pro
jednoduchost zvolme naptiklad osu X a rovinu ZY. Tato rovina je na pocatku v zaporné ose X.
Vse, co je od roviny ve sméru osy X, pojmenujme tak, ze to lezi pred rovinou. Vse lezici
v zéporném sméru osy X je za rovinou. UrCeni pred a za odpovidaji tomu, jak se rovina
pohybuje. Na pocatku jsou tedy vSechny body ptfed rovinou. Rovina se pohybuje vpied ve
sméru osy X. Jak postupné prochdzi vstupnimi body, konstruuje triangulaci. V8e za rovinou je
hotova triangulace, vSe pied rovinou je zatim nezpracovany vstup.

To, jak se triangulace konstruuje nebudeme vzhledem k naro¢nosti postupu rozebirat. Pro tuto
praci neni tento algoritmus pftilis dulezity.
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Hruby popis konstrukce je nasledujici. Postupna konstrukce probihéa tak, ze k noveé vzniklym
nedokoncenym sténam tetrahedroniim se postupné ptipojuji nové body, které rovina protina.
Pokud je tetrahedron jednou dokoncen, nebude jiz nikdy zménén. Vzdy vznikaji nové
nedokoncené stény tésné za rovinou. Body, které se mohou propojit se sténou trojihelnikll se
urcuji pomoci testll prazdné opsané koule. Pfi tomto postupu jsou respektovany povinné
hrany.

Varianta zametani kouli je podobna zametani rovinou. Namisto roviny se postupné uvnitt
vstupni mnoZiny zvétSuje koule. VSe, ¢im sténa koule projde, se konstruuje podobnym
principem, jak bylo uvedeno u roviny. Kdyz je koule tak velkd, Zze cely vstup lezi uvnitt, je
triangulace hotova. Varianta s kouli je lepsi pro vstupy, kde neni znama hranice triangulace.

wevr

matematiku.

Slozitost algoritmu je O(N?). V praxi je pramérny &as na konstrukei sité¢ O(N*+ N log N).
Nejrychlejsi vysledky jsou dosazeny pii konstrukcei sité tvofené z vnucenych trojuhelnik
organizovanych do tvaru hvézdy. V takovém piipad¢ je slozitost O(N log N).

Implementace obou algoritmli je pomérné slozita. Jejich naprogramovani by nebylo v ramci
diplomové prace mozné. Pfesto je mozné vyuzit znalosti téchto algoritmt pro konstrukci
vlastnich metod. Inkrementalni algoritmus bude vyuzivan pii vysvétlovani v dalSich ¢astech
diplomové¢ prace. Dalsim tkolem diplomové prace je vyzkousSet rozsifeni metody Maur do
prostoru E*. Nejprve proto bude rozebrano hledani zasaZené oblasti, které pouZivaji viechny
nize popsan¢ algoritmy.

6.2 Hledani zasazené oblasti

Vsechny uvedené algoritmy pouzivaji zasaZzenou oblast, ve které potom méni konfiguraci
tetrahedronii tak, aby se v ni vyskytl vnuceny trojuhelnik. V pfipad& pro prostor E* byla
zasazena oblast nalezena tak, ze se zafadily do seznamu vSechny trojuhelniky, které byly
protnuté vnucenou hranou. V prostoru E* je problém analogicky. ZasaZena oblast se sklada ze
vSech tetrahedronli, které jsou protnuté vnucenym trojuhelnikem. Vnuceny trojuhelnik
ozna¢me t. Tetrahedron je protnuty vnucenym trojuhelnikem ¢ tehdy a jen tehdy, pokud
néjaky jeho trojuhelnik je vnucenym trojuhelnikem ¢ protnuty. To znamena, Ze se do zasazené
oblasti patii 1 hrani¢ni tetrahedrony, které¢ jsou protnuté tifeba jen z Casti. Tetrahedron protnuty
a tetrahedron protnuty jen z ¢asti, je zobrazen na Obr. 6.3.

V prostoru E* neni situace tak snadn4, jako je to v prostoru E*. V nasledujicim textu budou
popsany dvé metody hledani zasazené oblasti, metoda ohraniceni oblasti a metoda brutalni
sily. Ob¢ tyto metody pouzivaji hledani prusec¢ikl. Proto nejprve bude popsan mechanismus
hledani priasecikd.
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Obr. 6.3: Ukazka protnutych tetrahedroni. Tetrahedron 7, je protnuty cely, tetrahedron 7, je protnuty
jen z &asti.

Hledani praseciki

Dost Casto potfebujeme hledat priseciky trojuhelniku s pfimkou nebo prisecik trojuhelniku
s trojuhelnikem. Jedna moZnost je pouzit projekci ve sméru pfimky na jednu z rovin XY, YZ
nebo XZ. Timto zptisobem hledame prisecik trojuhelniku ¢ a pfimky p. Promitani ve sméru
pfimky je ekvivalentni kosouhlému promitani zndmému z poéitatového grafiky'®. Tim se
promitne trojuhelnik z trojrozmérného prostoru do dvojrozmérného. Jelikoz promitdme ve
sméru piimky p, pifimka p se promitne do roviny jako bod. Tim se pfevede trojrozmérny
problém na dvojrozmérny. Vzajemna poloha bodu a trojuhelniku se da feSit s pomoci
orientacnich testli popsanych v kapitole 3.1. Pro nad$ problém je navic dllezitd pouze
informace, zda bod lezi uvnitt trojihelniku, vn€¢ anebo na hranéch trojuhelniku.

Je tfeba urcit rovinu, na kterou se bude promitat. Ta se urci tak, Ze spoc¢teme skalarni soucin
normalizovaného vektoru pfimky s normalou kazdé ze tii rovin XY, YZ nebo XZ. Pro
projekci bude vybréna ta z téchto tfi rovin, pro niz skalarni soucin vychdzi nejvétsi. Skalarni
soucin urcuje, nakolik dva vektory smétuji stejnym smérem. Normala roviny je kolmice na
rovinu. Vybirdme tedy rovinu takovou, aby tihel mezi vektorem piimky p a normélou zvolené
roviny byl co nejblizsi thlu kolmému.

Metoda je nachylnad na numerické chyby. Neptijemné piipady nastdvaji, pokud jsou na sebe
vektor pfimky s normdlou trojuhelniku téméi kolmé. Je tfeba testovat tyto specidlni ptipady,
aby nedoSlo k déleni nulou. Problém spociva v tom, ze o takovych zavaznych vécech se
algoritmus musi rozhodnout jesté pred tim, nez spocte vysledek.

Tento problém odstraiiuje pouziti Pliickerovych soufadnic.

Pliickerovy souradnice

Tyto soufadnice se pouzivaji k urcovani vzajemnych poloh pfimek v prostoru. Pfimka
v Pliickerovych soufadnicich je reprezentovana pomoci 6 redlnych hodnot. Méjme ptimku
zadanou dvéma body, kterymi pfimka prochazi, body a=(a., a, a.) a b=(b., b, q.).
Pliickerovy soufadnice, oznaéme je Ly, Ly, .., Ls, se vypo&tou podle nasledujiciho predpisu'’:

' Anglicky termin pro kosothlé promitani je oblique projection.

' Pfedpis miize byt nalezen v [plucker].
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Ly = ax by, - by ay

L1=ax bz'bx aZ

L, = a, - b,
L; =a, b. - b, a.
Ly, = a, - b,
Ls = b, - a

(Rov. 12: Vypocet Pliickerovych soutadnic)

Pfi pohledu na vypocet Pliickerovych soufadnic je ziejmé, ze by vypocet nem¢l piinaSet
z4dné numerické problémy, protoze vzorce neobsahuji déleni. Pro Pliickerovy soufadnice je
definovéan operator, ktery nad nimi pracuje. Tento operator se nazyva side operator a z jeho
vysledku l1ze urcit vzdjemnou polohu piimek. Side operator je definovan nasledovné:

side(P, Q) =Py Qs+ P; Qs+ P, 03+ P3O+ P, O0p+ P5s Oy,
(Rov. 13: Side operator)

kde P, Q jsou Pliickerovy soutadnice dvou libovolnych ptimek p a g. Vysledek side operatoru
je realné cislo. Pokud je vysledek roven nule, pifimky se bud’ protinaji nebo jsou rovnobézné.
Pokud je vysledek rozdilny od nuly, znaménko vysledku urcuje vzdjemnou polohu ptimek.
Dvé moznosti jsou znazornény na Obr. 6.4.

Ly

a) b)

Obr. 6.4: Vzajemna poloha dvou primek. Na obrazku a) je pfimka p nad pFimkou ¢, na obrazku b) je
primka p pod pfimkou 4. Osa y sméiuje smérem k pozorovateli. Vysledek side(P, Q) je mensi nez 0 pro a),
vétsi nez 0 pro b).

Obrazek znazornuje dv€é moznosti konfigurace piimek. Pro vysledek je dulezité to, jaky maji
piimky mezi sebou thel. Pokud sméfuji stejnym smérem (skalarni soucin vektorti pfimek je
vetsi nez 0), je vysledek jiny, ze kdyz jedna pfimka sméfuje opaénym smérem, nez piimka
druha.

Jednoduse by se dal side operator pfimky p s ptimkou g popsat nasledovné. Piedstavme si, ze
promitneme dvé piimky v prostoru do roviny tak, aby pfimka p byla blize k pozorovateli nez
piimka ¢. Tato situace je znazornéna na Obr. 6.4 a). V bod¢, kde se v nahledu piimky
protinaji, je pfimka p vySe nez piimka g ve sméru osy Y. Znaménko side(p, q) potom urcuje,
zda ptimka g smétuje od pfimky p doprava nebo doleva. Pokud ptimky lezi v rovin€, potom
side operator vychazi roven nule. Toto nastane, pokud jsou piimky rovnobézné, nebo se
protinaji.
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Ze znalosti polohy dvou ptfimek Ize vyvodit postup zjisténi, zda je trojuhelnik protnuty
ptimkou. M¢jme piimku p a trojuhelnik abc. Pro kazdou jeho hranu ab, bc, ca spocteme side
operator s ptimkou p. Ziskdvame tii realné hodnoty s; = side(ab, p), s, = side(bc, p) a
s3 = side(ca, p). Pokud vSechny hodnoty jsou vétSi nez nula, nebo vSechny hodnoty jsou
mens$i nez nula, potom je trojuhelnik protnuty ptimkou. Tento fakt zde odvozen neni, vyplyva
piimo z popisu vyznamu side operatoru.

Prisecik trojuhelniku s trojihelnikem se spocte tak, ze se testuji vSechny hrany jednoho
trojuhelniku vici trojuhelniku druhému a naopak. Pfi testovani hran se vSak takto prevadi
hrana na ptfimku. To zplsobi, Ze postup vySe popsany bude indikovat prusecik, i kdyz
prisecik neexistuje. Je to tim, Ze se ve skuteCnosti se testuje pfimka namisto hrany. Metodu je
tteba doplnit o orientacni testy. Body testované hrany musi byt kazdy opaénym smérem od
trojuhelniku, aby se jednalo o prusecik.

Metoda hledani prusecikii pomoci Pliickerovych soufadnic je numericky stabilni, jelikoz
nepouziva déleni. Zaroven je jeji implementace snadna.

Metoda ohraniceni oblasti

Jedna z metod hledani zasaZené oblasti je metoda vyplnéni ohrani¢ené oblasti. Princip metody
spociva v tom, Ze se najdou tetrahedrony protnuté hranami vnuceného trojuhelniku. Uvazujme
vnuceny trojuhelnik abc, oznacme jej ¢. Hledani téchto tetrahedroni probiha pomoci
prochdzeni po sousedech protnutych hranou. Hledani zacina v bod¢ a a postupuje smérem
k bodu b. Nejprve je potieba najit tetrahedron obsahujici bod a, ktery je protnuty useckou ab.
Poprvé je to snadné, pokracujeme déle do tetrahedronu sdileného pies trojuhelnik protéjsi
k bodu a. Dostaneme se do dalSiho tetrahedronu. V tomto tetrahedronu nalezneme ten
trojuhelnik, ktery je protnuty hranou ab. Takové trojuhelniky jsou dva. Jeden ten, kterym jsme
do tetrahedronu piisli a druhy ten, kterym odejdeme do dalSiho tetrahedronu. Takto
pokracujeme, dokud se nedostaneme do bodu b.

Tento postup opakujeme i pro hranu bc a hranu ca. Vysledkem je hranice zasazené oblasti.
Ukézka zasazené oblasti je na Obr. 6.5. Seznam tetrahedront hranice ozna¢me H.

Obr. 6.5: Hranice zasaZené oblasti. Tlustou ¢arou jsou znazornény hrany trojuhelniku.
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Dalsim krokem je vyplnéni vnitiku oblasti. Jedna mozna metoda je nasledujici. Vytvotime
seznam tetrahedronti, oznaéme S. Do seznamu zatadime ty tetrahedrony, které jsou protnuté
rovinou tvorenou trojuhelnikem abc. Nalezne se jakykoliv tetrahedron ze seznamu S, ktery
lezi mimo oblast. To je ten, ktery je na okraji triangulace a zarovenl neni hrani¢nim
tetrahedronem ze seznamu H. Déle je postup snadny. Tento tetrahedron oznacime piiznakem
,vn¢j$i“. Nalezneme vSechny trojuhelniky tohoto tetrahedronu, které jsou protnuté plochou
tvofenou trojuhelnikem abc. Tetrahedrony sousedici pifes tyto trojuhelniky zafadime do
zasobniku. Poté postupné vybirdme tetrahedrony ze zdsobniku a provadime stejné kroky.
Pokud je tetrahedron jiz oznacen, nic neprovadime, jen jej vyjmeme ze zasobniku. Pokud
tetrahedron patfi do hranice zasaZzené oblasti ulozené v seznamu H, také nic dalSiho
neprovadime. Takto pokracujeme az do vyprazdnéni zasobniku.

Timto postupem oznacime vnéjsi tetrahedrony. Tetrahedrony ze seznamu S, které nejsou
oznacené priznakem ,,vnéj$i“, tvofi zasaZenou oblast. Ve skute¢nosti nemusime seznam
S vytvaret. USetii se tim mnoho vypocetniho Casu, protoZze nebudeme muset testovat vS§echny
tetrahedrony na vzajemnou polohu vii¢i rovin€. Seznam se pouziva jen pro nalezeni vnitiku
oblasti (na Obr. 6.5 je timto vnittkem prostor mezi hranami trojuhelniku abc). Vnitiek oblasti
lze ziskat stejnym zptisobem, jakym oznacujeme vnéjsi tetrahedrony. Zac¢indme v libovolném
tetrahedronu ze seznamu H a pouzivame popsany systém prochdzeni tak, abychom stéle
zustavali ve vnittku oblasti. Tetrahedrony namisto oznafeni pfiznakem mizeme ptidavat do
vysledného seznamu tetrahedronli zasazené oblasti.

Pfi implementaci metody vSak nastal problém. Pfi urCité konfiguraci hranice algoritmus
pronikl pfes hranici do vnitiku oblasti, kterou oznacil jako vnéjSi. Tato konfigurace je
znazornéna praveé na Obr. 6.5. Slabé misto, kde algoritmus muze prolézt dovnitt, je v bodé c.
Vnittek a vnéjSek oblasti zde neni piedélen ucelenym pasem tetrahedrond. Proto algoritmus
nenarazi na Zadny tetrahedron a protnutym trojuhelnikem vejde do vnitiku oblasti, kterou poté
oznaci jako vné¢jsi. Tento problém jsem se pokousSel odstranit pomoci riznych podminek
testujicich, zda bod je jeden ze tfi vrcholl trojihelniku. Toto sice vyfeSilo problém, ale na
druhou stranu se v nékterych pfipadech neoznacily tetrahedrony, které se oznacit mély.
Zasazena oblast obsahovala tetrahedrony, které obsahovat neméla. Tyto tetrahedrony se
vyskytovaly v oblasti vrcholl povinného trojahelniku abc.

Tato metoda se ukazala sice jako vypocetné celkem rychld, na druhou stranu nedéavala vzdy
korektni vysledky. Cilem je viak vyzkouset metody tvotici CDT v E’. Hled4ni oblasti je ukol
podruzny, pfesto miize byt zavaznym problémem, pokud neni udélan piesné. Pokud by
zasazena oblast obsahovala tetrahedrony navic, je mozné, Zze by to zpusobilo Spatné chovani
metody na CDT, ktera by jinak fungovala. Proto byla pouZita metoda brutalni sily.

Metoda brutalni sily

Metoda brutalni sily je sice vypocetné narocnd, ale dava zarucené vysledky, které jsou nasi
prioritou. Pracuje tak, ze prochazi vSechny tetrahedrony protnuté rovinou vnuceného
trojuhelniku ¢. Pro kazdy tento tetrahedron testuje kazdy jeho trojuhelnik na prasecik
s trojuhelnikem 7. Pokud néjaky prisecik existuje, tetrahedron je zafazen do zasazené oblasti.

Metoda spolehlivé funguje pro veskeré mozné piipady. Piiklad zasazené oblasti je uveden
v ptiloze B.

Nasledujici kapitoly se vénuji algoritmim na konstrukci CDT v prostoru E’. Nejprve je
popsan algoritmus Maur rozsifeny o jednu dimenzi.
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6.3 Maur E3

Nyni bude popséana piedstava o tom, jak by metoda méla vypadat pro tfi dimenze. Uvazme
pouhé rozsifeni o jednu dimenzi. Algoritmus rozviji postup popsany v kapitole 3.3. Postupné
budeme prochazet jednotlivé kroky algoritmu a pro kazdy tento krok uvedeme rozsiteni do
prostoru E*. Zde je potieba fici, Ze zadny popis algoritmu Maur pro prostor E* neexistuje.

Nejprve se budeme vénovat nalezeni zasazené oblasti. Pro dal§i vysvétlovani oznacme
vnuceny trojuhelnik symbolem ¢.

Nalezeni zasazené oblasti

Zasazend oblast je nalezena, jak je popsano v kapitole 6.2. Pro algoritmus Maur E’
predpokladame, Ze bude postaovat pieméenit pouze zasaZenou oblast.

Namapovani bodu

Namapovani bodii by vypadalo podobn& jako v piipadé E*. Body v prostoru E* se nebudou
mapovat na paraboloid, ale paraboloid rozsifeny o jednu dimenzi, ¢tyfrozmérny paraboloid.
Jeho implicitni popis vypada nasledovné:

0= (x-x0)> + v-v))’ + (zz0)’ —q— W —c—mx—ny—kz
Rov. 14: Obecna rovnice &tyfrozmérného paraboloidu v E*.

Vyznam znaceni je stejny jako v rovnici Rov. 2-4. Navic je zde q, coZ je oznaceni pro Ctvrtou
soufadnici dosazovaného bodu. Pii hledani stfedii paraboloidu se hledal nejblizsi bod ke
vnucené hran¢. Kritérium pro to, aby bod byl ze vSech bodi nejblizsi, bylo definovano tak, ze
kruznice opsana hrani¢énim bodiim vnucené hrany a tomuto bodu nesmi obsahovat zadné dalsi
body zoblasti, kterou pravé mapujeme. Stfed této kruZnice odpovidal prvnim dvéma
soufadnicim stfedu paraboloidu. Tieti soufadnice se dopocitala tak, aby se oba paraboloidy
protinaly v mistech vnucené hrany.

V prostoru E’ se také hled nejblizsi bod. Ten je definovan tak, Ze koule opsand tomuto bodu
a ttem bodim vnuceného trojihelniku nesmi obsahovat Zadny dalsi bod oblasti, kterou prave
mapujeme. Princip zde je stejny. Pii praktickych testech by se pouzivaly vypocty
determinantl urcujici pozici bodu vzhledem ke kouli (vztah Rov. 10)). Posunuti paraboloidu
ve 4. soufadné ose se vypocita obdobng, jako je to popsano v piipadé E’. Problém je jen
v tom, Ze situaci je skoro nemozné si ptedstavit. Principialni problém zde vSak neni zadny.

Vysledkem tohoto kroku jsou véhy pfifazené bodim.

Konstrukce regularni triangulace

Existuje vice zpiisobt, jak zkonstruovat regularni triangulaci v E’. Regularni triangulace je
Casto konstruovana pomoci inkrementalni metodou. Jedna takovd metoda je popsana ve
[fac95a]. Dalsi metoda mize byt nalezena v [edel96a]. Regularni triangulace vSak pfinasi
problémy, pokud se konstruuje neinkrementalni metodou. V ¢lanku [joe89a] je dokazano, ze
pro E* dokonce ani konstrukce Delaunayovy triangulace pomoci sekvence swapt vedoucich
z libovolné triangulace nemusi vzdy dojit k Delaunayové triangulaci. Pfi prohazovani
trojuhelnikli je mozné, ze se algoritmus dostane do mist, kde se zasekne. Tim tedy ani
konstrukce regularni triangulace pomoci lokalniho prohazovani nemusi vést k cili. Toto
mizeme tvrdit, protoze Delaunayova triangulace je specidlnim pifipadem regularni
triangulace. Regulérni triangulace je pfitom na problém zaseknuti nachylné;si.
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Hranicni tetrahedrony

Existuje jeden problém, pro ktery metoda Maur tak, jak je definovana, nemusi fungovat.
Metoda piifazuje vahy tak, aby horni a dolni ¢ast zasazené oblasti nikdy nebyly
propojeny hranou E” nebo trojuhelnikem v E’. P¥i konstrukci E* CDT propojeni oblasti
opravdu nikdy nastat nesmi. VSechny body horni a dolni oblasti jsou propojeny ptes hrani¢ni
body vnucené hrany. V E’ situaci komplikuje, Ze toto propojeni miZeme vyzadovat.
Vysvétleni tohoto tvrzeni poskytuji nasledujici odstavce.

M¢jme vnuceny trojuhelnik ¢ tvofeny body a, b, a c. Situaci znazoriiuje Obr. 6.6. Zasazena
oblast obsahuje body lezici nad trojuhelnikem (oznacené +) a body lezici pod trojuhelnikem
(oznacené -).

Obr. 6.6: Oblast zasaZena vnucenym trojuhelnikem abc. Znaménka + jsou body lezici nad trojuhelnikem,
znaménka - znazoriuji body leZici pod trojuhelnikem abc. Teckovanou ¢arou je vyznacena obalka staré
oblasti tetrahedroni promitnuti do sméru pohledu. Carkovana elipsa zvyraziiuje jednu krajni skupinu
bodii.

Obrazek znazornuje zasazenou oblast pii pohledu shora. Primétem oblasti do roviny nacrtu
je uzavieny polygon, ktery je na obrazku znazornén te¢kovanou ¢arou. Carkovanou ¢arou je
znazornéna jedna skupina krajnich bodu leZicich mimo trojahelnik (pii pohledu shora). Pred
zruSenim tetrahedront zasazené oblasti byla situace takova, ze horni a dolni krajni body
spojovaly trojihelniky. Tyto trojihelniky sice protnuté zasaZzenym trojuhelnikem nebyly, ale
patfily do tetrahedronu, ktery protnuty byl. Detailni pohled na jeden takovy krajni tetrahedron
schématicky znézorniuje Obr. 6.7.

Tetrahedron ¢; ¢, t; t4 je protnuty trojihelnikem abc. Body ¢, t,, t4 1ezi pod trojuihelnikem (jsou
oznacené¢ znaménkem -), bod #; lezi nad trojuhelnikem (oznadeny znaménkem +).
Trojuhelniky ¢; t, t; a t4 t; t; protnuté nejsou, presto tetrahedron spadd do zasazené oblasti,
protoze zbylé dva trojuhelniky protnuté jsou. Toto je slabé misto metody Maur. Ta totiz
namapuje vahy tak, aby se mezi body horni a dolni oblasti nemohla vytvofit hrana
trojuhelniku. Tak se vSak nevyplni prostor mezi body horni a dolni oblasti, protoze je nemiize
propojit zadny trojuhelnik, tedy ani tetrahedron. Na okraji je tfeba vytvofit tetrahedrony, které
oblast vyplni. Vné&jsi tvar oblasti musi zistat po prohozeni tetrahedroni stejny jako pted
odstranénim pivodnich tetrahedronti. Neni tedy Zadnd jind moznost, jak vyplnit oblast po
tetrahedronu ¢, ¢, t; ¢, jinak, nez ze budou existovat tetrahedrony, které¢ budou mit trojuhelniky
propojujici ob¢ oblasti. Ve vysledné triangulaci musi tedy byt trojihelnik ¢;¢,¢;. Ten ovSem
podle metody Maur, jak je definovana, nevznikne.
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Obr. 6.7: Tetrahedron na hranici zasazené oblasti protnuty vnucenym trojihelnikem abc. Obrazek je
schématicky, trojuhelnik by byl ve skutecnosti pravdépodobné vétSi. Ostatni tetrahedrony zasaZené
oblasti znazornény nejsou.

V prostoru E? takovyto problém nenastal. Tam totiZ nebylo nutné oblasti navzajem propojit.
V prostoru E’ viak tento problém nastava na okrajich zasaZzené oblasti. Ostatni tetrahedrony
samoziejme propojeny byt nesméji, protoze by jejich hrany protinaly vnuceny trojuhelnik z.

Shrnuti metody MAUR E*

K tomu, aby algoritmus fungoval, je zapotiebi, abychom dokézali nalézt zasazenou oblast,
ptifadit bodim véhy a provést regularni triangulaci. Jak jiz bylo napsano, prvni dva kroky lze
provést, neni zadny principialni problém, ktery by tomu branil. U provedeni regularni
triangulace je vSak situace o dost horsi. Pfi pouziti metody lokalniho prohazovani trojuhelnikt
riskujeme, Ze se proces zasekne. Re$enim by mohlo byt pouziti nékterého z principt
podobnych prioritni fronté popsané v algoritmu inkrementalniho vkladani hran, viz kapitola
6.1.1. Problém je, Zze pro metodu Maur nezname piesny postup v uréovani priority swapd.
Z dosavadnich zkuSenosti nejsme ani schopni takovy postup vynalézt.

Dalsi otazkou je, zda bude stacit pouze preménit konfiguraci tetrahedronti v zasazené oblasti.
Ve varianté E? to bylo dostadujici. Na to bohuZel nedokaZeme s ur&itosti odpovedst.
Algoritmus inkrementalniho vkladani hran pouziva pouze tuto oblast. Otazkou je vSak, zda
bude stacit pouze zasazena oblast také algoritmu Maur. Tato otdzka se da vyftesit jen ndvrhem
metody a jejim praktickym otestovanim.

Posledni problém, ktery byl popsan, je problém s tetrahedrony na krajich zasazené oblasti.
Metoda tak, jak je popsana, by nevyplnila krajni oblast. ReSenim by mohlo byt zavést do
algoritmu testy, které vylouci prohozeni trojihelnikli na okrajich zasazené oblasti ptesto, ze
vahy bodl si vynucuji jejich prohozeni. Otazkou je, zda by to néjak neovlivnilo chod
algoritmu, zda by byla zarufena jeho konvergence, a zda by algoritmus daval korektni
vysledky.

Pii zvazeni vSech vlastnosti, které jsme uvedli, jsme se rozhodli metodu v E’
neimplementovat. Je sice pravda, ze veskeré problémy by se daly né¢jakym zptisobem fesit, ale
pak by se jednalo o pftili§ komplikované feSeni. Zarovent bychom stdle neméli zaruceno, ze
metoda bude fungovat. Implementace algoritmu Maur by byla Casové velmi narocna a
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pravdépodobné by nemohla byt véas dokoncena. Proto se ukazalo vhodnéjsi zvolit né¢jakou
jinou metodu.

Presevse je metoda Maur zajimavym feSenim. Pouziva totiz stejné principy, jako existujici
algoritmus inkrementalniho vkladani hran (viz kapitola 6.1.1), ktery funguje bez problémi.
Bezproblémova funk¢nost je vSak zajisténa i dalSimi vlastnostmi algoritmu.

Nésledujici podkapitola se vénuje algoritmu zalozenému na lokalnim prohazovani
trojuhelniku.

6.4 Lokalni prohazovani trojuhelniku

Pro implementaci byl vybran algoritmus lokalniho prohazovéni trojihelnikli. Divody pro
zvoleni tohoto algoritmu jsou nasledujici. Algoritmus je jednodussi na implementaci nez
ostatni algoritmy. Zde je potieba fici, ze jakykoliv algoritmus pracujici s tetrahedronovou siti
je slozity a Casové naroCny na implementaci. Dal§im divodem je to, Zze algoritmus je
jednoduse upravitelny a rozsititelny o dalsi vylepSeni.

Metoda prohazovani trojuhelnikii nemusi vSak fungovat vzdy, jak jiz bylo feCeno diive.
Muzeme narazit na situaci, kdy se algoritmus zasekne. NaSe ptedstava je vSak takova, Ze tato
situace by méla vznikat ojedinéle. Cilem je toto prakticky ovéfit. Pokud nastane ptipad, kdy
se metoda zasekne, pokusime se vyskyt tohoto pfipadu minimalizovat, aby byla metoda
pouzitelna. Pti vykladu metody predpokladame, ze CDT k danému vstupu existuje.

Algoritmus je zaloZeny na principu vnuceni trojihelniku pomoci lokélniho prohazovani
trojihelnik. Algoritmus je rozsifenim E® varianty algoritmu S. W. Sloana popsaného
v kapitole 3.2. Pfesny popis algoritmu muize byt nalezen v [sloan93a]. Algoritmus pfeménuje
zasazenou oblast pomoci swapt tak dlouho, dokud se v zasazené oblasti neobjevi tetrahedron
obsahujici trojuhelnik abc. Poté nésleduje druhd cést algoritmu a obnova Delaunayovych
vlastnosti zasazené oblasti. Nyni popiSeme prvni ¢ast algoritmu a to vnuceni povinného

trojuhelniku abc.

Nejprve jsou nalezeny vSechny trojuhelniky protnuté vnucenym trojihelnikem abc. Povinny
trojuhelnik ozna¢me ¢. Tyto trojuhelniky ulozi do seznamu oznaceného TrojList. Algoritmus
prochdzi trojuhelniky z TrojList a hledd pro né ptislusné swapy. Pokud swap neni mozny,
zatadi trojuhelnik na konec seznamu TrojList. Pokud swap mozny je, provede prohozeni.
Pti prohozeni zanikaji staré tetrahedrony a nové tetrahedrony vznikaji. Je proto potieba
aktualizovat zasaZenou oblast. Zarovenn je potieba aktualizovat seznam Trojuhelniki
TrojList.

Postup je popséan nasledujicim algoritmem. Vyznam proménnych je popsan v tabulce Tab. 1.

AffArea = Najdi zasaZenou oblast trojuhelnikem t;

TrojList = Vytvotr seznam trojuhelnikd, které jsou protnuty trojuhelnikem t
a patti tetrahedrontm z AffArea;

While TrojList neni préazdny

Begin
tri = TrojlList.VyjmiTrojuhelnik();
swap = najit vhodny swap pro tri;

If (swap neni mozZny)
Begin

TrojList.VlozNaKonec (tri);

continue; /* Pokracuj v dalsi iteraci while */
End
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Provedswap (swap) ;

/* Aktualizace seznaml trojuhelnika */
List zasaZenéTroj = Najdi trojuhelniky tetrahedront zasaZené swapem;
TrojList.Odstran (zasazenéTroj) ;
List novéTroj = Najdi vSechny trojuhelniky novych tetrahedront
protnuté trojthelnikem t;
TrojList.VlozNaKonec (novéTroj) ;
Aktualizuj zasazenou oblast AffArea: vyjmi staré TH a v1oZz nové;
End

Alg. 2: Prohazovani trojuhelnika

Tab. 1: Proménné algoritmu a jejich vyznam

Typ Nazev Vyznam
. TrojList . ., 1o , . ., ,
List J Seznam vsech trojuhelnikid protnutych zasazenym trojuhelnikem .
. AffArea ., . 9 o <. .
Mnozina Zasazena oblast. Mnozina vSech tetrahedronll zasazené oblasti.
oo | Erd o o
Trojuhelnik Aktualné€ zpracovavany trojuhelnik.
swap i1 . . .
Swap Typ swapu, ktery ma byt proveden. Nese informace i o tetrahedronech, které
swap pouziva.
. zasazenéTroj . « . "o o o ,
Mnozina 7| Mnozina viech trojuhelnikti patficich tetrahedronim, na kterych byl
proveden swap.
. noveTro] .. . ., o o , . , .
Mnozina J Mnozina vSech trojihelnikl patfici novym tetrahedronim. Do této mnoziny
jsou uloZeny jen trojuhelniky, které jsou protnuté trojuhelnikem ¢.

Nalezeni vhodného swapu k trojuhelniku je provedeno nasledovné. Naleznou se dva
tetrahedrony, které trojuhelnik sdili. Dale se zjisti, zda ma tato konfigurace konvexni tvar.
Pokud ano, je proveden swap 23, pokud ne, swap 32'%. To, Ze swap neni mozny, znamena, Ze
nastal pfipad, kdy swap 32 potiebuje treti tetrahedron, ktery vSak neexistuje. Pokud se tak
stane, algoritmus zatadi trojuhelnik na konec seznamu a pokracuje v dalsi iteraci.

Po kazdém swapu je zapottebi aktualizovat pouzivané seznamy a mnoziny. Je to tim, Ze pfi
swapu tetrahedrony zanikaji a vznikaji nové. Takto je potieba udrzovat aktualni seznam vsSech
protnutych trojihelniki a mnozinu tetrahedront tvotici zasazenou oblast.

Po vyprdzdnéni seznamu TrojList je do triangulace vnucen trojuhelnik ¢. Oblast je
trojuhelnikem rozdé¢lena na dvé. Presto stale nespliiuje podminky CDT, protoze tetrahedrony
oblasti nejsou Delaunayovské. Obnoveni Delaunayova kritéria pro tetrahedrony v oblasti
probiha podobné¢ jako jeji rozdéleni na dvé ¢asti pomoci vnuceni trojuhelniku. Algoritmus zde
uveden nebude, protoze je velmi podobny algoritmu Alg. 2.. Jediny rozdil je v kritériu, podle
kterého se hledaji trojuhelniky. Na misto seznamu protnutych trojuhelniki se vkladaji
trojuhelniky, které nespliiuji Delaunayovo kritérium lokdln€ optimélniho trojuhelniku (viz.
definice 2-5). Nikdy se nesmi z triangulace odstranit trojuhelnik 7. Tento trojuhelnik se pfi
testech preskakuje a nikdy neni vkladdn do seznamu trojuhelnikd. Dalsi rozdil je v testovani,

'8 Detailné jsou swapy (prohozeni konfigurace tetrahedronii) rozebrany v kapitole 5.3. Zéarovei jsou tam
popsany podminky, za kterych 1ze urcity swap provést.
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zda je swap mozny. Pravidla plati stejnd, jen navic je pfiddna podminka, Ze swap nesmi
porusit trojuhelnik #, jenZ byl vnucen v prvni ¢asti algoritmu.

Chovani metody

Algoritmus byl naimplementovan podle navrhu. Metoda prohazovani trojuhelnikit se vSak
ukazala byt nepouzitelna. Metoda byla schopna zkonstruovat CDT pouze pro malé zasazené
oblasti. Pii vétSich oblastech byla tispéSnost mensi.

Dtivod, pro¢ metoda nevytvoti CDT, je néasledujici. Jak metoda provadi swapy, stile vice
tetrahedrontl se pfeménuje tak, ze lezi mimo protnuty trojuhelnik. V nékterych piipadech je
metoda uspésnd a vSechny tetrahedrony se uskupi tak, Ze v zasazené oblasti vznikne vnuceny
trojihelnik ¢z. V opacném ptipad¢ v oblasti zbyva nékolik tetrahedroni, které dal jiz nemohou
byt prohozeny tak, aby trojuhelnik mohl vzniknout. Swapy, které by byly potieba, nelze
provést. Jedna se totiz o swapy 32, kterym chybi tfeti tetrahedron, jak je to popsano v kapitole
5.3. Situace je znazornéna na Obr. 6.8. Misto tfetiho tetrahedronu jsou v triangulaci dva
tetrahedrony (na obrazku jsou to 73 a Ty). Tyto tetrahedrony vSak jiZ nejsou protnuté rovinou
trojuhelniku ¢ a proto se jejich konfigurace nikdy nezméni (algoritmus jiz s nimi nepracuje).
Swap tedy nelze provést a zafazeni trojuhelniku na konec seznamu neni feSenim, protoze
konfigurace tetrahedront v misté chybéjiciho tetrahedronu se jiz nezméni.

d

Obr. 6.8: Swap 32. Teckovanou ¢arou je znazornén prisecik s vhucenym trojihelnikem z. Tetrahedrony
T;a T, jsou trojuhelnikem protnuty.

V experimentech nastavaji dva typy pfipadli. V prvnim se algoritmus zacykli, protoze nema,
co provést. Stale cyklicky hleda swapy, ale Zadny swap neni jiZ mozny. Druhy ptipad je, Ze
né¢jaké swapy stale mozné jsou, ale nevedou k cili. Algoritmus provadi tyto swapy tam a zpét.
Oba dva pfipady jsou v podstaté stejné. Nelze provést swap, ktery by mohl konfiguraci néjak
zmenit. Algoritmus tedy dosel do mista, které je pro n¢j slepou uli¢kou.

Pfitom neni feSenim povolit pfibrat do seznamu tetrahedrony, které ndm chybi (na Obr. 6.8.
jsou to T3 a Ty). Je to tim, Ze ptipady, kdy potiebujeme tfeti chybé&jici tetrahedron, jsou velmi
casté. Metoda by nekonvergovala, protoze by tak ¢asto vracela zpét opravenou oblast, takze
ve vysledku by nikam nepostupovala. I tento pfipad jsme experimentalné vyzkouseli.

Pro odstranéni tohoto problému jsme zkusili metodu upravit tak, Ze nckdy zatadi do
zasobniku tetrahedrony, které jiz nejsou protnuté. Tyto tetrahedrony potom prohodi.
Tetrahedrony do zasobniku zatadi pouze jednou za stanoveny pocet iteraci (naptiklad jednou
za 50 iteraci). Tim odstranime vySe uvedeny problém nekonvergence metody, kdy metoda
nikam nepostupuje, protoze stale rozrusuje jiz hotovou oblast. Ani toto nebylo feSeni, které by
vedlo k cili. Metoda se po chvili znovu zasekne.
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Doplnéni o Delaunayovy testy

Kwvli ptfedchozim neuspéchiim jsme se rozhodli metodu rozsitit o Delaunayovy testy tak, aby
trojuhelniky, které vznikaji, spliiovaly Delaunayovo kritérium. Znamena to, ze oblast, ktera
vznikd, bude jiz spliovat Delaunayovo kritérium bez pouziti druhé ¢asti metody. Presny
postup je nasledujici. Méjme seznam S vSech tetrahedrontl, které nejsou protnuté vnucenym
trojhelnikem ¢. Postupné¢ béhem iteraci prohazovani se do tohoto seznamu zatazuji
tetrahedrony, které jsou jiz v potadku. Iterace poté vypada nasledovng. Provedeme swap, jak
bylo jiz bylo popsano v algoritmu Alg. 2.

Po prohozeni najdeme nové vzniklé tetrahedrony, které jiz nejsou protnuté vnucenym
trojihelnikem ¢. Pokud koule opsana tomuto tetrahedronu obsahuje néjaky bod sousedicich
tetrahedront, které jsou jiz v seznamu S, swap je neplatny a provedeme zpétné prohozeni. Po
zpétném prohozeni je situace stejna jako pred swapem. Aktualné testovany trojuhelnik
vlozime na konec seznamu pro pozd¢jsi zpracovani. Druhou variantou je pfedem otestovat,
zda konfigurace po swapu bude Delaunayovu podminku spliiovat. Pokud ne, swap se
neprovede. Pro implementaci je vSak jednodussi swap provést a poté zase vratit, nez testovat
podminky na konfiguraci tetrahedronti, kterou nemame a musime ji nejprve vypocist (coz je
ve své¢ faktické podstaté provedeni swapu).

Hlavni myslenkou této modifikace metody je zamezeni vzniku tenkych tetrahedront, které by
mohly vést k zacykleni algoritmu. VSe, co bude vznikat, budou pouze Delaunayovy
tetrahedrony. Domnivame se, ze tyto tetrahedrony budou mit pfiznivé vlastnosti pro
konvergenci metody.

Ani toto rozsifeni vSak nepfineslo zadné zlepSeni. Zakladni problém metody bez testi je ten,
7e pokud metoda zvoli $patnou cestu swapti, nedojde k cili. ReSenim by mohlo byt poiadi
swapu né¢jakym zplisobem urcovat, aby vedly k cili. Delaunayovy testy by mohly byt onim
omezenim, které by dovedlo algoritmus k cili. Experimenty ukdzaly, Ze to tak neni. Jen velice
malo pfipadu je téch, kdy rovnou vznika Delaunayova triangulace. Je to velké omezeni, pfi
kterém metoda kazdy swap, ktery provede, hned vrati zpét. Takto omezena metoda se zasekne
daleko diive nez metoda bez testli, protoZze nemuize provést zadny swap, ktery produkuje
Delaunayovy tetrahedrony.

Zhodnoceni metody

Metoda se ukazala jako nepouZitelni. Pfed experimenty jsme piedpokladali podstatné vyssi
uspésnost metody. V pokusech jsme zasli dale nez jsme ptivodné zamysleli, ale i po vSech
experimentech se nepodafilo najit vhodnou modifikaci pro zvySeni uspéSnosti metody na
ptijatelnou mez.

Mozné dalsi feSeni by mohlo byt néasledujici. Ukézalo se, Ze pokud se ze seznamu vybiraji
trojuhelniky ndhodné, metoda ma Sanci k cili dospét. To znamend, Ze existuji triangulace, kde
lze CDT pomoci lokélniho prohazovani trojuhelnikii vykonstruovat, jen je zapotiebi zvolit
spravné potadi swapti. Problém je najit spravné potadi swapt, aby metoda vedla k cili. Jedno
feSeni by mohlo byt pomoci vytvoteni grafu swapt. Kazdy uzel grafu by predstavoval urcité
uspofadani tetrahedronli v zasazené oblasti. Hrany mezi nimi by pfedstavovaly swapy,
kterymi Ize pfeménit oblast z jednoho uspotfadani na druhé. Prochazenim tohoto grafu by bylo
mozné dojit k cilenému uspotadani.

Otazkou vsak je, zda pro vSechna usporadani existuje néjakd cesta swapu, ktera je oblast
preméni do oblasti cilové, v které existuje trojuhelnik ¢. Jak bylo jiz napsano vyse, v prostoru
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E’ neni zaruéeno, Ze existuje posloupnost swaptl, kterd pievede libovolnou triangulaci na
Delaunayovu triangulaci'®. Podobny problém miiZe nastat i v tomto pfipads, a to ten, Ze
neexistuje vzdy moznost pomoci swapu vnutit trojuhelnik z. Je tedy dulezité urcit presnéji
divod nekonvergence algoritmu. Divod milize byt ten, ze sice existuje posloupnost swapt,
ktera oblast uspésné preméni na cilovou oblast, ale algoritmus takovou cestu nenasel. Druha
moznost je, ze takova posloupnost swapl viibec neexistuje. Z experimentl je vSak vice nez
pravdépodobné, ze se pii vykonavani vyskytuji oba problémy najednou v zavislosti na
ptipadech. Vice bude popsano v kapitole 8.

Voleni spravného poradi swapii fesi inkrementdlni algoritmus z kapitoly 6.1.1 pomoci
prioritni fronty. Takto navrzenou frontu vSak zde nelze pouzit, protoze inkrementalni
algoritmus je zalozen na jiném principu, s nimz je fronta tizce spojena. Bylo by nutné pfijit na
zpusob jak frontu navrhnout pro tuto metodu.

Dalsi mozné feSeni tohoto problému by mohlo byt déleni vnuceného trojuhelniku. Tato tvaha
vlozenim bodu do triangulace. V triangulaci tak vzniknou dalsi tetrahedrony. Vlozeny bod
oznac¢me p. Namisto vnucovani trojuhelniku abc se budou postupné do triangulace vnucovat
trojuhelniky abp, bcp a cap. Kazdy ztéchto dilé¢ich trojuhelniku bude vytvaret mensi
zasazenou oblast. Tim bude pravdépodobnost Gspéchu metody vyssi.

Metoda se neukazala byt stoprocentné uspésnou. V kapitole 8 jsou vysledky detailné popsany
a mozna rozsifeni jsou podlozena provedenymi experimenty. Pro moznost porovnani metody
s jinym pfistupem vnuceni trojuhelniku byla navrzena dal$i metoda, metoda rekonstrukce
zasazené oblasti.

6.5 Metoda rekonstrukce zasazené oblasti

Tato metoda je zalozena na znovuvytvofeni zasazené oblasti. Algoritmus z triangulace vyjme
vSechny tetrahedrony zasazené oblasti, vlozi vnuceny trojihelnik a poté vytvofi celou oblast
znovu. Postup je podobny algoritmu Anglada z kapitoly 3.1. Tato metoda je opét jistym
rozgifenim metody z prostoru E* do prostoru E*. Metoda, jak je popsana, je navrZena nami,
nederpa tedy z zadného zdroje. Cilem je zjistit, zda takovy piistup muize v prostoru E’
fungovat.

Pro vysvétlovani algoritmu pouzivejme oznaceni ¢ pro vnuceny trojuhelnik abc.

Nase ivaha je ta, Ze tomuto postupu postaci pouze zasazend oblast. Vyplyva to z toho, ze
zasazena oblast je postacujici i pro CDT v E*. Algoritmus za&ina tim, Ze z triangulace vyjme
vSechny tetrahedrony zasazené oblasti. Tim vytvoii v triangulaci diru. Poté vytvofi
tetrahedron, ktery se sklada zbodd a, b, ¢ a bodu, ktery lezi nejblize trojuhelniku abc.
Nejblizsi bod se hleda stejnym zptsobem, jako jiz bylo popséno u algoritmu Maur v kapitole
3.3, kde je rozebiran rovinny piipad, nebo v kapitole 6.3 pro prostor E*. V kapitole 3.3 je
navic popsan piesny popis postupu nalezeni tohoto bodu a je mozné jej pfi implementaci
pouzit. Hledame tedy bod x, kde koule opsand tomuto bodu x a trojuhelniku abc nebude
obsahovat zddné dalsi body lezici stejnym smérem od trojuhelniku jako bod x. Po nalezeni
tohoto bodu vytvofime tetrahedron abcx. Tim v triangulaci vznikl trojihelnik ¢ = abc.
Zaroven vznikly tfi nové trojihelniky u vlozeného tetrahedronu. Stejny postup opakujeme
rekurzivné 1 pro nové tfi trojuhelniky. Tak vznikaji nové trojuhelniky, které rekurzivné dale

"% Problém je rozebiran v [joe89a].
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zpracovavame. Timto postupem algoritmus postupné zapliiuje oblast. Rekurzivni postup se
zastavi ve chvili, kdy narazime na hranici zasaZzené oblasti nebo na jiz zpracovanou oblast.

Toto je jen stru¢ny popis pro vytvoieni hrubé predstavy, problém je vSak o néco slozitéjsi.
Naésledujici text popisuje presnéji algoritmus na vytvofeni oblasti. Algoritmus je popsan
v bodech namisto pseudokdédu. Je zde popsan postup vnuceni jedné hrany. Algoritmus
pouziva frontu F, do niz vklad4d postupné trojuhelniky, z kterych budou vytvofeny nové
tetrahedrony. Nejprve popiSeme postup bez detailu, jak je tetrahedron vytvoren. Tento prvni
popis ozna¢me A.

A:
1. Nalezeni zasaZené oblasti. Postup nalezeni oblasti je popsan v kapitole 6.2.

2. Kazdy bod zasazené oblasti se vlozi do seznamu P. Trojuhelniky tvotici obalku
zasazené oblasti vlozime do seznamu O.

Vyjmuti tetrahedrond zasazené oblasti z triangulace.
4. Vnuceny trojuhelnik # se vlozi do prazdné fronty F.
Dokud neni fronta F prazdna, opakujeme nasledujici vnofené body:
a. Vyjmeme trojuhelnik z fronty. Oznacme jej troj.

b. Vytvotime tetrahedron, oznacme jej th, z trojuhelniku tak, aby ¢tvrty bod lezel
ve sméru normaly. Tento krok bude detailn€ popsan pozd¢ji v ¢asti B. Pokud
tetrahedron nemohl byt vytvoten, piejdeme do bodu 3a. Pokud byl vytvoten,
piidame jej do triangulace.

c. Kazdy trojuhelnik z tetrahedronu 4 kromé trojuhelniku #roj vlozime do fronty
F. Pokud se jednd o vnuceny trojuhelnik z nevkladdme ho. Zaroven
nevklddame trojuhelnik, ktery odpovida trojihelniku obalky zasazené oblasti,
které jsme v bodu 2 ulozili do seznamu O. Pted vloZenim trojuhelniku je tieba
se ujistit, zda trojuhelnik je spravné orientovany, aby pii pozd¢jSim zpracovani
byl vytvaren tetrahedron #4 spravnym smérem (a ne dovnitt uz vytvoreného
trojuhelniku). Trojuhelnik tedy orientujeme tak, aby normala smétovala ven

7 tetrahedronu®’.

6. Nyni je fronta pradzdnd. Je potieba jesté¢ rekonstruovat oblast na druhé strané
vnuceného trojuhelniku. To provedeme tak, ze do fronty zaradime vnuceny trojuhelnik
¢t orientovany opacné a opakujeme iteracni proces skokem do bodu 5. Ne¢kdy tento
postup neni nutné provadét. Je to proto, Ze obé oblasti se vyplni najednou. To proto, ze
algoritmus proleze do druhé oblasti skrz prostor mezi krajem vnuceného trojihelniku a
hranici zasazené oblasti. Tento prostor je popisovan v algoritmu Maur v kapitole 6.3 a
je znazornén na Obr. 6.6. Pfesto, Ze je mozné, Ze tetrahedrony timto smérem jiz
existuji, postup vykoname. Algoritmus se zastavi hned na poc¢atku, kdyz nebude moci
vytvofit zadny tetrahedron. V opa¢ném ptipad¢ vyplni druhou ¢ast oblasti.

Timto je oblast obnovena. Je vSak tfeba popsat jesté bod 5b, vytvaieni tetrahedronu. To
probiha nasledovné.

2 Muze sméfovat i dovnitt. Je viak pak zapotiebi zménit i vytvafeni tetrahedronu. Jediné, co je dilezité, aby
algoritmus s orientacemi bodl vhledem k rovindm zachazel stejné.
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B: (detailni popis bodu 5b)
Vstupem je orientovany trojuhelnik troj.

1. Ovefime, zda tetrahedron jest¢ neexistuje. To provedeme tak, Ze prohleddme novou
oblast a pokud najdeme dva tetrahedrony, které obsahuji trojiihelnik troj, tetrahedron
je jiz vytvoren. V tom ptipadé vratime piiznak, Ze tetrahedron nebyl vytvoren.

2. Vytvofime seznam P’, ktery bude obsahovat body ze seznamu P (vytvoieného v bod¢
A:2). Do seznamu P’ vlozime pouze body, které jsou od trojihelniku orientovany
stejnym smérem, jako jeho normala. Zaroven tyto body sefadime podle vzdalenosti od
trojuhelniku froj. Testovani vzdalenosti je popsano na zacatku této podkapitoly.
Znamena to, Ze koule opsané prvnimu bodu ze seznamu P’ a trojuhelniku #7oj nebude
obsahovat zadny jiny bod ze seznamu P*'. Koule opsana druhému bodu ze seznamu
P’ a trojuhelniku froj bude obsahovat pouze prvni bod a tak déle.

3. Pro vSechny body ze seznamu P’ provadime nasledujici akce. Aktualn¢€ vybrany bod
oznacme p.

a. Vytvofime docasny tetrahedron, oznacme jej dth tvoreny trojuhelnikem troj a
bodem p.

b. Tetrahedron dth je tfeba otestovat, zda neprotind jiny tetrahedron. Varianta
suzitim postupu brutdlni sily je testovat dth na prisecik skazdym
tetrahedronem dosud vzniklym v zasazené oblasti. Pokud existuje n&jaky
prusecik, pokracujeme s dalSim bodem vybranym ze seznamu P krokem 3a.
Toto je velice dualezity krok, ktery nemlze byt vynechan. Kdyby nebyl
proveden, vzniklé tetrahedrony by se mohly navzajem kiizit. Je to tim, Ze i
nejblizsi bod k trojuhelniku froj miize s trojihelnikem tvofit tetrahedron, ktery
bude kiizen jinym jiz existujicim tetrahedronem. Tento piipad mize nastat,
kdyz algoritmus narazi na oblast jiz vytvoienych tetrahedront.

c. Tetrahedron je v poradku. Vratime jej do nadfazeného algoritmu A.

4. Zadny vhodny tetrahedron nebyl vytvoten (kdyby byl, algoritmus by skongil v bodé
3a). Vratime vhodny pfiznak.

Timto postupem vytvoifime tetrahedron k danému trojuhelniku. Pokud to neni mozné, vratime
priznak, ze tetrahedron nebyl vytvoren.

Takto navrzend metoda je celkem vypocetné ndrocna kvili hledani prisecikti tetrahedronu
s jinymi tetrahedrony. Hledani prisecikii je mozné uréitym zplsobem redukovat jen na
tetrahedrony, které jsou v blizkosti nov¢ tvotfeného tetrahedronu.

Metoda na rozdil od pfedchozi metody ma zaruceno, ze vzdy vnuti do triangulace trojuhelnik
t. Problém vSak miiZze byt ten, Ze oblast bude vytvofena Spatné a v triangulaci budou vznikat
diry a nebo tetrahedrony, které se navzajem kiizi. Jakakoliv numerickd chyba naptiklad pii
testovani prasecikd zptisobi, Ze vznikne jeden chybny tetrahedron, ktery se bude kiizit
s jinym. Druhd moznost je, Ze tetrahedron, ktery vzniknout mél, nevznikne a v triangulaci
bude dira.

Metoda rekonstrukce zasazené oblasti nepiinesla ptiznivé vysledky. I zde se v nékterych
ptipadech podafilo rekonstruovat oblast a v nékterych ne. Jak se ukdzalo béhem experimentd,

21 Koule bude obsahovat ve svém vnitiku body ze zasaZené oblasti. Ty jsou ale na opa&né strané od trojuhelniku
troj, proto nejsou v seznamu P’.

58



metoda neni tolik nachylnd na velikost zasazené oblasti, jako metoda predchozi. Na druhou
stranu je v priméru méné Uspésna nez metoda lokalniho prohazovani trojahelnik.

Metoda vzdy v triangulaci vytvoii vnuceny trojuhelnik #. Na druhou stranu v mnoha
ptipadech vznikne v triangulaci dira. To znamena, Ze se zasazena oblast nevyplni celd novymi
tetrahedrony, ale zlstane v ni n¢jaky volny prostor. Nedokazeme s jistotou fici, co zapticinuje
problém. Jedna moZnost je ta, Ze problém zaviiluji numerické neptesnosti. U metod tohoto
typu je to ¢asty problém. Druhy problém muize byt principialniho charakteru. To znamena, ze
takto navrzeny algoritmus nemusi vést k cili. Otazkou je, zda miiZe nastat situace, kdy neni
mozné do triangulace vytvorit dalsi tetrahedron, pfestoze je tfeba zaplnit vnitini prostor. Na
tuto otazku bohuZzel nedokaZzeme z dosazenych znalosti odpovédeét.

Metoda byla nejprve navrzena a vyzkouSena bez testil na pruseciky, coz vedlo k tomu, Ze se
tetrahedrony kfiZily a tvofily se tetrahedrony tam, kde byt nemély. Ukézalo se, Ze je tieba
testovat praseciky tetrahedrond. Situace je jiz jednou vysvétlena vySe v algoritmu. Dalsi
problém je ten, Ze tetrahedrony vznikaly tak, Ze obsahovaly tetrahedrony ve svém vnitrku.
Algoritmus konstrukce se vétSinou ani nezastavil a stale tvofil tetrahedrony obsahujici
tetrahedrony vytvotené v ptedchozich krocich. Testovani prisecikli pozménilo metodu tak, ze
zacala davat smysluplné vysledky. Pfesto se nepodafilo metodu vylepsit tak, aby konstruovala
spolehlivou sit’ bez vnitinich dér.

Metoda se ukazala byt nestabilni a ¢asové velmi ndrocnd na provedeni. Drobnad numericka
chyba nebo chyba pfi implementaci vede k zdvazné chyb¢ v triangulaci. Toto se u jinych
metod neobjevuje. U vétSiny metod chyba zplsobi napiiklad, Zze vznikne oblast, kde neni
piesné dodrzeno Delaunayovo kritérium. Nebo se da chyba identifikovat a provést vhodné
opravné opatfeni. Tim muize byt napiiklad rozdéleni vnucovaného trojuhelniku na vice ¢asti.
Rozdélenim se mohou odstranit numerické problémy. Pokud ovSem vznikaji v triangulaci diry
nebo tetrahedrony, které se navzajem kiizi, je to velmi nepiijemny a zasadni problém, ktery se
velmi obtizné opravuje.

Vysledkem testovani této metody je zjisténi, ze metoda neni vhodné pro konstrukci CDT.
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7 Implementace

V této kapitole bude struéné popsana provedena implementace feSeni Maur v prostoru E* a
metod v prostoru E’. P¥i popisovani implementace budou vynechany detaily (napf. nazvy
metod). Budou popsédny jen zakladni principy. Pro detailnéjsi popisy doporucuji prohlédnout
zdrojovy kod, ktery je prehledné komentovan.

Veskera implementovana feSeni byla provedena v Microsoft Visual Studiu 2005, v jazyce C#.

7.1 CDT E?

Nejpodstatnéjsi z implementace jsou datové struktury, které byly uzity. Triangulace je
ulozena pomoci dvou seznamil: seznamu bodl a seznamu trojihelniki.

Point (bod)

Bod je implementovan jako objekt. Jeho jediné tfi poloZky jsou soufadnice x, y a vaha bodu
w. Body jsou ulozeny v poli bodl, kazdy bod ma sviij index, ktery je dany jeho poradim
v poli.

Triangle (trojuhelnik)

Trojuhelnik je implementovan jako objekt. VSechny trojuhelniky jsou ulozeny v poli
trojuhelnikt. Kazdy trojihelnik ma svlij index, ktery je dan jeho potfadim v tomto poli.
Trojuhelnik obsahuje indexy tii bodl, z kterych se sklada. Indexy odkazuji do pole bodi.
Zaroven uchovava své tii sousedy jako tfi indexy trojthelnika. Struktura jiz dale neni délena
na hrany, protoze to neni potieba. Presto je potieba u kazdé hrany uchovat, zda je povinna.
Trojuhelnik obsahuje tii hodnoty true nebo false, které ur€uji, zda je hrana povinna. Jedna
se o pole tii boolean hodnot, potadi v poli urcuje o kterou hranu se jedna. Pokud jsou v poli
tt1 body a, b, ¢, potom hrany odpovidajici tomuto potfadi bodl jsou bc, ca, ab. Na stejnou
pozici jakou ma bod se tedy do jiného pole ulozi jeho protéjsi hrana. Toto je standardni postup
ukladani podobnych dat. Stejny princip plati i pro potadi sousedi, kde se k bodu se vaze jeho
proté&jsi trojuhelnik.

Zakladni princip ukladani struktur je tedy pfes indexy objektid v poli. UloZeni odpovida
formatu vstupnich soubord, které jsou organizovany stejnym zptsobem. Program pouziva
dalsi objekty, které¢ budou strucné vysvétleny.

Circle (kruznice)

Jedna se o strukturu, ktera uchovava data o nalezené kruznici. Jejimi prvky jsou soufadnice x,
v a polomér r.

Edge (hrana)

Tato struktura se pouzivad pro reprezentaci povinné hrany v pribéhu vnucovani hrany.
Obsahuje pouze index bodu a a b.

60



Vector2

Reprezentuje dvojrozmérny vektor. Vektory jsou velmi Casto pouzivany. Kromé zékladnich
smérovych slozek x a y vektor obsahuje metody na normalizaci vektoru a pietizeny operator
na vypocet skalarniho soucinu.

Program vytvafi Delaunayovu triangulaci pomoci knihovny DT1ib.d11°?. Knihovna je
vytvofena v Borland Delphi 7.0. Knihovna je tedy psdna v nefizeném kodu. Bylo zapotiebi
vytvofit rozhrani jak uvnitf knihovny tak i v programu pro vzajemnou komunikaci mezi
fizenym a nefizenym kodem. Rozhrani je naprogramovano uvnitt metody Delaunay ().

V prub¢hu implementace byly vytvareny testy, které kontrolovaly konzistenci dat. To bylo
provedeno pomoci assert funkce, kterd zahlasi chybu, pokud jeji vstupni podminka neni
splnéna. V kli¢ovych castech kédu byly tyto testy pouzivany. Ukdzaly se byt nezbytnou
pomiickou. Pomahaji odhalit vétsinu chyb. Cim vice je v programu testi, tim je jednodussi
hledani chyb. Problém je, Ze kazda chyba se nemusi projevit hned. Pokud se naptiklad nékde
prohodi indexy bodi a stane se to pouze u jednoho trojihelniku ze sta, chyba se miize projevit
az pti dalsim zpracovani sité. Pak je problém zjistit, kde pfesn¢ chyba vznikla. Testy pomahaji
thned chybu identifikovat. Bez testli by bylo psani takového kodu velmi obtizné. Jen pro
predstavu, zdrojovy kod ma asi 2500 ¥adek (E’ varianta dokonce 5000). Chyba kazdého tadku
muze zpusobit vazné chyby v chodu programu. Testy tyto chyby efektivné odhaluji.

Implementace je misty provedena metodami hrubé sily. Cilem diplomové prace nebylo psat
optimalizovany koéd. Optimalizace kodu byva vétSinou provedena az ve chvili, kdy vime, Ze
algoritmus funguje. U algoritmu Maur jsme toto dopfedu nevédéli.

ey R o L 23
Pro zobrazeni trojuhelnikovych siti jsem pouzival vizualizér CDT*".

7.2 CDTE?

Varianta E* je velmi podobna E varianté. PouZiva stejné principy programovani. Proto zde
nebude detailné rozebirana. Jediny podstatny rozdil je v datovy strukturach.

Ptistup ukladani dat ptes indexy do poli ma vyhodu kompatibility se standardnimi pfistupy
ukladani trojtihelnikovych siti. Na druhou stranu ma i1 své nevyhody. Jedna z nich je, Ze je
potieba vytvofit hodn¢ zdrojového kdédu. Zdrojovy kdéd se zaroven stava nepichlednym,
jelikoz vSe je komplikované odkazovano pies indexy do poli. To vede k néartstu chyb ve
zdrojovém kodu. Dalsi nevyhodou je debugovani takového kédu. Pokud naptiklad vime, ze
trojuhelnik mé tfi sousedy s indexy 2, 87 a 2036, a chceme se na tyto trojuhelniky podivat,
musime je nejprve najit v seznamu trojuhelniki.

Datova struktura navrzena pro E’ variantu tento problém fesi. Vie je feSeno pres reference na
objekty. Tetrahedron odkazuje pomoci referenci na ¢tyti body. Sousedi jsou také ulozeni jako
reference. Jediné, co je tedy jiné oproti pfedchozimu feSeni je to, Ze se vyfadilo pole, ptes
které vSe bylo indexovano. Prace s novou strukturou byla o dost jednodussi. Aby se zachovala
kompatibilita se syst¢émem indexovani, kazdy tetrahedron a bod nese své identifikacni ¢islo,
které odpovida jeho v poradi v poli, z kterého byla data nactena. Tim je mozné strukturu

*2 Knihovna byla napsana Doc. Dr. Ing. Ivanou Kolingerovou.

3 Vizualizir byl vytvofen Doc. Dr. Ing. Ivanou Kolingerovou.
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ulozit zpét do pole nebo do souboru. Toto identifikacni Cislo zaroven slouzi jako jediny
unikatni identifikdtor objektu. Nelze se totiz spolehnout, Ze pii implementaci dokdZeme
ohlidat systém zachazeni s referencemi. Proto maji objekty pietizenou metodu Equals (),
kterd porovnava identifikacni Cisla objektd. Diky tomu lze porovndvat objekty. Metodu
Equals () pouzivaji kolekce na zjiSténi pfitomnosti prvku v kolekei, vyjmuti prvku
z kolekce a dalsi operace. Prace se seznamy obsahujici vrcholy nebo tetrahedrony je potom
velmi jednoducha.

Dalsi vyhodou tohoto objektového piistupu je moznost zapouzdieni objektd. To znamena, ze
mizeme pouzivat objekty vice jako samostatné prvky, ke kterym se vazou metody pracujici
nad témito objekty. V ptedchozi E* variants struktur byl tento pfistup problematicky, protoZe
objekty byly pasivni a nemohly provadét napiiklad operace se sousedy, protoze o sob¢
navzajem nevédely. Uchovavaly pouze indexy do pole. V novém feSeni objekty uchovavaji
pifimo referenci na druhy objekt, takZze mohou jednoduSe provadét operace jako zjisténi
prot&jsiho bodu ze sousedniho tetrahedronu a podobng. Tento piistup by byl mozny i v E?
varianté, ale vyzadoval by komplikovan¢;jsi feSeni.

Dalsi rozdil je ten, ze program nevyuziva knihovnu na konstrukci Delaunayovy triangulace
v E°, ale nagita jiz hotovou Delaunayovu triangulaci ze souboru.

Implementace metod v E* se ukazala byt jako naro¢na. Implementace velmi zamé&stnava
prostorovou pifedstavivost programatora. Nejhor$i fazi pfi implementaci bylo hledani chyb.
Kolikrat nebylo mozné problém objevit pouze pomoci zobrazovace tetrahedronové sité a bylo
zapotiebi si celou problematiku pouze predstavovat. Pfi pouziti debuggeru toto byl jediny

dni. Nakonec vsak metody byly Gspésn¢ implementovany.

K vizualizace trojuhelnikovych siti jsem pouzival prohliZe¢ napsany Michalem Varnuskou®*.

# Vizualizér napsal Ing. Michal Varnugka PhD. za svého doktorandského studia na Zapado&eské univerzité,
fakulté aplikovanych véd v Plzni.
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8 Experimenty, vysledky

Tato kapitola se vénuje vysledkim této diplomové prace. Nejprve popisuje vysledek
implementace metody Maur v prostoru E®. V dal§i &asti jsou rozebrany vysledky metod
v prostoru E*. P¥i posuzovani vysledki jsou zvolena nasledujici kritéria.

o Uspé&snost metody. Jedna se o posouzeni, zda metoda je funkéni, popiipadé pro jaké
vstupy funk¢ni je a pro jaké neni.

e Numerickd stabilita metody. Zde se posuzuje, jak moc je metoda citlivd na
numerické nepiesnosti. Toto hledisko je méné podstatné nez uspesnost metody.

Pti hodnoceni vysledkt neni posuzovéana rychlost metody. Neni to cilem diplomové prace.
Jelikoz optimalizace algoritmii je Casov€ naroc¢nd, pii implementaci byly voleny metody
brutalni sily. Cilem diplomové prace bylo vyzkouSet metody a jejich stabilitu. Rychlost je az
dals$im moznym posuzovanym hlediskem, kterému se tato diplomova prace z casovych
davodi nevénuje.

8.1 Maur E?

Metoda Maur v prostoru E* je struéng feeno funkéni a pouzitelna. Metoda dava dobré
vysledky. Algoritmus byl schopny ve vétsin€ pripadt vytvoftit pozadované CDT. Lze fici, ze
metoda funguje Gspésné pro vSechny bézné vstupy. Ukdzka vystupu metody je zobrazena na
Obr. 8.1.

—

Obr. 8.1: Ukazka CDT vytvoieného algoritmem Maur. Cervené hrany jsou povinné. Vysledné CDT bylo
ofiznuto na tyto povinné hrany. To je divod, pro¢ v triangulaci body, které nejsou propojeny hranami.

Pfi testovani metody nikdy nenastal ptfipad, kdy by se algoritmus zasekl. Toto je docela
dilezity poznatek. Experimentalné je tedy ovéfeno, ze pti pouziti regularni triangulace tak,
jak je pouzita v algoritmu Maur, algoritmus lokélniho prohazovani vede k cili.

Slabé misto metody je v numerické stabilité. Nejvétsi problémy zptsobuje hledani kruhu
parametrl paraboloidu. Pfi vnucovani velmi dlouhych hran metoda neni schopna nalézt stied

kruznice, podle které se vypocitdvaji rovnice paraboloidi. Problém se objevuje jen ve
vyjimecnych piipadech. Tento problém by mohl byt feSen pouzitim né&jaké specialni
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numerické knihovny. Pouziti specidlnich vypocetnich metod je v mnoha piipadech
nevyhnutelné.

Pii srovnani s programem CDT IK® se ukazuje numericky stabiln&jsi program CDT IK.
Tento program pouziva knihovnu ShewLib.dl1*°, ktera provadi orientadni testy a testy polohy
bodl vacéi kruznici. Tato knihovna poskytuje vysokou numerickou stabilitu. Problém
numerické nestability by tedy mohl byt feSeny pomoci lepSiho vypocetniho modulu.

Krom¢ numerickych problémti se metoda ukdzala byt funkéni. Pokud nenarazila
v ojedinélych ptipadech na numerické problémy, produkovala vysledky stejné jako referencni
metoda CDT IK.

8.2 CDTE?

Metody konstrukce CDT v prostoru E* byly navrzeny tii. Je to metoda Maur E’, lokalni
prohazovani trojuhelnikii a metoda rekonstrukce zasazené oblasti. Rozsifeni metody Maur do
prostoru E* nebylo implementovano. Divody byly jiz popsany v kapitole 6.3.

Ostatni dvé metody implementovany byly. Podstatnd cast vysledki metod je popsana
v kapitolach 6.4 a 6.5. V této kapitole budou rozebrany pouze praktické experimenty s
metodami.

Metody lokalniho prohazovani trojuhelnikii a metodu rekonstrukce zasaZzené oblasti pomoci
znovuvytvoreni se podafilo implementovat. Jak jiz bylo fec¢eno v piedchozich kapitolach, obé
metody se ukazaly byt nepouzitelné. Je to jejich nizkou UspéSnosti. Divody byly popsany
v predchozich kapitolach. Praktické experimenty s metodami tyto diivody potvrzuji.

Pro obé metody byly provedeny nésledujici experimenty. Metody byly vyzkouSeny na
riznych datech: body na povrchu koule, body v miizce a nahodné rozmisténé body.

Body na povrchu koule

Delaunayova triangulace bodi lezicich na povrchu koule se vyznacuje tim, Ze na povrchu
vznikd velké mnozstvi tenkych tetrahedront zatimco uvniti koule jsou tetrahedrony velké.
Pokud vnucujeme trojuhelnik takovy, jehoz body nejsou pfili§ vzdalené, lezi tento trojuhelnik
lezi skoro na povrchu, to znamena, ze vnitiek koule protind jen malo. Takové trojuhelniky
metoda vnucuje prekvapivé uspésné. Z nametenych testi vyplyva tspésnost asi 70% a to
dokonce 1 pro relativné velké zasazené oblasti (okolo 10 az 30 tetrahedronti). Divod tak
vysoké uspeSnosti je pravé ve tvaru zasazené oblasti. ZasaZzenou oblast na povrchu koule
znazoriuje Obr. 8.2.

Tato zasazena oblast vznikla vnucenim trojuhelniku, ktery lezi na jejim kraji smérem ke
sttedu. Znamena to, Ze zasazena oblast neni rovhomérné rozmisténa na ob¢ strany. To je tim,
ze na povrchu koule je mnoho tetrahedront, které jsou trojuhelnikem protnuty. Ve stfedu
oblasti jsou tetrahedrony organizovany tak, ze jejich stény jsou skoro rovnobézné s vnucenym
trojuhelnikem. Proto jenom malo téchto wvnitinich tetrahedronii je protnuto vnucenym
trojihelnikem.

» Program byl napsan Doc. Dr. Ing. Ivanou Kolingerovou na Fakulté Aplikovanych Véd, Zapadogeské
univerzity v Plzni.

*6 Knihovna je vytvorena prof. J. R. Shewchukem z Kalifornské univerzity v Berkeley.
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Obr. 8.2: ZasaZena oblast na povrchu koule.

To, Ze jedna Cast zasazené oblasti je vétsi nez ¢ast druhd lezici na druhé strané trojuhelniku,
nedokazeme. Algoritmus se z néjakého diivodu proto méné zasekava, kdyz ma za vstup oblast
spliujici vySe uvedena kritéria.

Druha moznost je vnutit trojuhelnik tak, aby protinal kouli skrz jeji vnitfek. S takovou oblasti
mél algoritmus velké problémy. Skoro Zadnou takovou oblast se nepodafilo pfeménit na
vyslednou. Problémem jsou zde pravdépodobné nevyvazené tetrahedrony, které jsou u
povrchu koule malé a je jich mnoho, které jsou protnuty vnucenym trojihelnikem. Naopak
uvnitt koule je tetrahedronii protnutych malo a tyto tetrahedrony jsou vétsi. Toto je
pravdépodobné zdrojem problému.

Body v mfizce

Bohuzel tyto body nebylo mozné plné otestovat. Dlivod je ten, ze implementovand metoda je
citlivd na singuldrni pfipady. Delaunayova triangulace vznikld z bodl tvoficich miizku je
velkym problémem vzhledem k singuldrnim ptipadim. Body v mfizce jsou obecné
problematickym vstupem pro velké mnozstvi algoritmd.

Reseni singularnich piipadi nebylo implementovéano, protoZe zabira pii implementaci hodné
casu. Napiiklad u implementace algoritmu Maur jenom tietina Casu byla vénovéna feSeni
singularnich ptipadl. Piesto neni stale algoritmus Maur odolny na vSechny numerické chyby.
Nedava velky smysl vylepSovat ani jeden zalgoritmi metod v E’ na odolnost proti

vewr

Priklad jednoho feSeni singularniho problému je nasledujici. Pokud néjaky bod lezi na
vnuceném trojuhelniku, je potieba trojuhelnik rozdélit na tfi mensi. Toto plati, pokud bod lezi
uvnitf. Pokud lezi na hrané, dé€li se trojihelnik na dva. Bod leZici na trojuhelniku byl ¢astym
vyskytem pravé v pripadé experimenti s daty, kde body lezi na miizce. S t€émito daty mély
problémy oba algoritmy. Ukéazka zasazené oblasti, kterou algoritmus nalezl je na Obr. 8.3.
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Obr. 8.3: Body lezici v mFiZce. Na obrazku je zasaZena oblast.

Nahodné rozmisténé body

Tato bodova mnozina se ukazala byt nejvhodnéjsi pro hlubsi experimenty. Vhodna je proto,
ze se nejednd o zadny extrémni piipad, kde by se algoritmus choval vyjime¢né. Na této
mnozin¢ bodl bylo vyzkouSeno asi tficet moznosti vnucenych trojihelniki. Povinné
trojuhelniky se lisily ve velikosti zasazené oblasti, kterou vytvofily. V nekterych piipadech
algoritmus selhal jindy byl schopen trojuhelnik vnutit. Testovaly se oba algoritmy. U
algoritmu lokalniho prohazovani trojuhelniki se testovala varianta popsana v kapitole 6.4, kde
jsou trojuhelniky ze seznamu vybirdny nahodné. Nahodné vybirani trojuhelnika zapfticinuje,
ze algoritmus jednou konverguje a pii opétovném spusténi ne. Vyhoda je ta, ze pfi urcitém
poctu opakovani vime, zda metoda pravdépodobné nemuize pro dany vstup konvergovat nikdy
nebo zda je moznost, ze pfi ur€ité sekvenci swapii mize algoritmus dojit k cili. Rozdil je pro
naSe uvahy celkem podstatny, jak jiz bylo popsano v piedchozich kapitolach.

Metoda rekonstrukce oblasti pomoci znovuvytvoieni ndhodné rozhodovani neobsahuje, proto
byla spusténa pouze jednou. Metoda prohazovani trojihelnikii byla spousténa celkem
desetkrat. Vysledky zjisténé experimenty jsou uvedeny v nasledujici tabulce. Pocet TH urcuje
kolik tetrahedronti obsahuje zasazena oblast. Pokud se metoda pro dany vstup dostala k cili
aspon jednou z deseti spusSténi, je pfislusné poli¢ko oznaceno pismenem A. Pro metodu
rekonstrukce oblasti uspéch znamena to, ze byla schopna obnovit sit’ tak, aby v triangulaci
nevznikaly diry.
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tabulka 1: Usp&nost metody prohazovini tetrahedronii. Pismenko A zna&i uspéch metody na dany poéet
tetrahedronti v zasaZené oblasti.

Pocet TH 2 2 2 3 4 4 4 5 9 10 | 12 | 15 | 15 | 16
Prohazovani A A A A A A A A A A A A
Rekonstrukce A A A A A A A A A A

Pocet TH 16 | 19 | 20 | 20 | 20 | 21 | 21 | 22 | 23 | 24 | 31 | 33 | 37 | 82
Prohazovani A A A A A A A A
Rekonstrukce A A A A

Nasledujici graf znazornuje zavislost tispéSnosti metod na velikosti zasazené oblasti.

Zavislost uspésnosti metody swaptl a metody rekonstrukce
na poctu tetrahedronti v zasazené oblasti

100%
O Lokalni

80% prohazovani
1;; trojuhelnikd
S 60%
o B Rekonstrukce
i) .
2 40% oblasti
]

0% 1

1az10 11az 20 20 a vice

Pocet tetrahedronti

Graf 1: Zavislost uspéSnosti metod na velikosti zasaZené oblasti. Porovnany jsou dvé metody: lokalni
prohazovani trojuhelnikii a rekonstrukce zasaZené oblasti znovuvytvoienim

Zde je zapottebi fici, Ze nejsou diilezita presna Cisla procentuelnich ispésnosti, protoze nejsou
podlozena dostatecnym poctem experimentll. Vysledky jsou statisticky vérohodné pouze
pokud jsou zaokrouhleny zhruba na desitky procent. Z takovychto vysledki 1ze vyvozovat
zavéry. Presnéjs$i vysledky vSak nepotiebujeme, jelikoz neni potfeba porovnavat metody
s metodami jinych autorti.

vvvvvv

oblastech objevily pfipady, v kterych nebylo mozné trojuhelnik vnutit. V téchto ptipadech dle
mého nézoru ani nemohl trojihelnik byt vnucen z ditvodu tvaru oblasti a rozlozeni bodt. Toto
potvrzuje teorii, kterd byla popsana v piedchozich kapitolach. Existuji piipady, v kterych
neexistuje CDT. Také existuji ptipady bodl a povinnych trojtihelnikd, v kterych neexistuje
jakakoliv tetrahedronizace oblasti. Timto pfipadem je napiiklad tzv. Schoéhardtiv
polyhedron (viz kapitola 6.1.1). Problém se fesi pfiddnim vhodného bodu.

Obr. 8.4 znazornuje vySe zminénou oblast, kterou se nepodafilo pii zadném pokusu
tetrahedronizovat. Na tomto ptipad¢ selhaly oba algoritmy. Jedna se pravdépodobné o situaci,
kde neni mozné trojuhelnik vnutit. Problém by mohl byt fesitelny metodou ptidani bodu, ktera
je popsana v [shew(2a].
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Obr. 8.4: ZasaZena oblast, kterou neni mozZné tetrahedronizovat. Oblast obsahuje 4 tetrahedrony.

Jak experimenty ukazaly, nezalezi mnoho na vné&jSim tvaru oblasti. Intuitivné bychom fekli,
ze algoritmus se chova 1épe, pokud zasazend oblast neobsahuje zadné ostré vybézky a jeji tvar
je spiSe konvexni. Experimenty ukazaly, ze tomu tak neni. Jeden takovy piiklad je na Obr.
8.5. Zde je nekonvexni oblast s ostrymi vybézky tetrahedronti. Do této oblasti se podatilo
vnutit povinny trojuhelnik pomoci metody lokéalniho prohazovéani. Metoda dosla k cili v osmi
z deseti spusténi. Metoda rekonstrukce zasazené oblasti zde selhala.

Nekteré jiné oblasti, které byly hezky konvexni se nepodafil zménit na oblast cilovou ani
jednou zdeseti spusténi. Zde se ukazalo, ze na tvaru vnéjsi hranice metoda lokalniho
prohazovani trojuhelnik ptili§ citliva neni.

Experimentt bylo provedeno mnoho. VSechny tyto pokusy lze najit na ptilozeném CD, kde je
1 prohlize¢ tetrahedronovych siti.

Obr. 8.5: Nekonvexni zasaZena oblast obsahujici vybéZky tetrahedroni. Na obrazku a) je pohled z boku,
povinny trojuhelnik leZi vodorovné a skoro splyva s osou pohledu. Na obrazku b) je pohled z vrchu.

Pfi pouziti lokalniho prohazovani trojahelnika nékteré trojuhelniky bylo mozné vnutit jenom
ne¢kdy, jiné algoritmus nevnutil ani pfi dvacatém opakovani. Vysledky experimentii jsou
takové, ze pripadl, kdy se nepodafilo trojuhelnik vnutit pfi Zddném opakovani, je 20%.
Ptipadi, kdy se trojuhelniky vnutily vzdy, je 30%. Zbytek jsou ptipady, kdy nékdy algoritmus
trojahelnik vnutil a jindy ne. Téchto ptipadl je 50%.

Vsechny tyto vysledky jsou velmi uzitecné pro dalsi mozny postup feSeni daného problému.
Nejprve se podivejme na zavislost GispéSnosti algoritmu na velikosti zasazené oblasti. Zde je
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je o néco méné citlivd na velikost oblasti, ale je mén¢ UspéSnd nez metoda lokalniho
prohazovani trojuhelnikid. Metoda lokalniho prohazovani trojuhelnikii se ukéazala byt velmi
uspéSna pro malé oblasti. Pfipady, kde metoda selhala, se ukazaly byt jako ptipady, které
nemaji feSeni pomoci zadného algoritmu, ktery provadi pouze sekvenci swapt. S velkou
pravdépodobnosti se jednalo o ptipady, kde feSeni neexistuje vibec. Zde by bylo potieba
provést pridani bodu do zasazené oblasti. Pro velké oblasti se metoda ukézala byt uspésna
méné a Gspéchu bylo dosaZzeno aZ po nékolikanasobném opakovani algoritmu. Resenim by
zde bylo rozd¢lit povinny trojuhelnik na tfi mensi trojuhelniky a pouzit algoritmus pro tii ¢asti
zvlast. Tim by se zvysila celkové pravdépodobnost uspéchu metody.

Vyse popsanych 50% ptipadi u metody lokdlniho prohazovani trojuhelnikd je téch, kdy
metoda potitebovala nékolik opakovéni, aby naSla spravnou posloupnost swapl. Toto byl
pfipad i pro malé oblasti. Reseni tohoto problému miize byt takové, Ze se ponechi metoda tak,
jak je. Metoda bude provéadéna tak dlouho dokud trojuhelnik do oblasti nevnuti. Zde by bylo
rozumné vlozit néjaké omezeni maximalniho poctu opakovani. Druhé feSeni je pouzit
prohledévani grafu swapi, které bylo popsano v kapitole 6.4. Tyto dvé teSeni sice k cili
mohou vést, ale jsou pomérné ¢asoveé narocné a nemusi stale zarucit stoprocentni vysledek.
ElegantnéjSim feSenim by bylo pouZzit néjaky postup, jako postup v kapitole 6.1.1. Zde se
pouziva prioritni fronta. Jak by ovSem tato fronta vypadala pro ndmi navrzenou metodu,
nedokazeme nyni popsat. Implementace fronty nebo prohledavéani grafu by byla ¢asové velmi
narocna.

Jak bylo feceno, 20% nema feSeni pomoci béZného algoritmu prohazovéani a nebo nema feseni
vibec. Pfidani bodu tento problém fteSi. Zptisob, jakym ma byt bod pfiddn je popsan
v [shew02a]. Takovéto rozsifeni algoritmu je bezpodmine¢né nutné, protoze jinak by pro tyto
pfipady neexistovalo feSeni zddné. Ptidani bodu je slozity postup, ktery je implementacné
naro¢ny. Toto rozsifeni prekracuje moznosti diplomové prace. To je jeden z diivodl, proc
vysledkem diplomové prace nemohla byt fungujici metoda pro CDT v prostoru E*. Obecné je
casova narocnost na implementaci podobnych algoritma velmi vysoka.

Témito navrhy na vylepsSeni bychom ziskali vnucenou hranu. Bohuzel bychom stale neméli
CDT. Ktomu by bylo zapotiebi provést druhou cast algoritmu lokalniho prohazovani
trojuhelnikd, a to obnoveni Delaunayova kritéria v oddélenych oblastech.

Dalsi ptekazkou pro algoritmus by mohlo byt vnuceni vice trojuhelnikt, které lezi v tésné
blizkosti. CDT by pro dany piipad nemuselo opét existovat. I tento problém se fesi vhodnym
piidanim bodu do triangulace popsanym v [shew(02a]. Zde je popsano, jak ptidavat body tak,
aby bylo mozné vnutit trojuhelniky, které sdili stejny vrchol a je mezi nimi maly thel.

8.3 Shrnuti vysledku

Algoritmus Maur v prostoru E* se podafilo Gsp&$né implementovat. Algoritmus je schopen
vytvatet CDT ze vstupni Delaunayovy triangulace. Algoritmus byl otestovan na vstupnich
datech a ve vétSing ptipadu je pIn€ funkéni. V nékterych piipadech selhal. Diivodem jsou vSak
numerické chyby pii vypoctech. Navrh, jak by tyto problémy mohly byt feSeny je popsan
v kapitole 8.1. Na jejich odstranéni bohuzel neni v ramci diplomové prace Cas. Algoritmus
nejenze dokaze konstruovat CDT, ale je i dobrym teoretickym zdzemim pro vyzkum metod
v prostoru E*. Algoritmus totiZ pfedstavuje pouziti nestandardniho piistupu prechodu do vyssi
dimenze *’ za pouziti regularni triangulace. Diikaz uZitenosti téchto znalosti je ten, e jeden

7 Prechod do vyssi dimenze je postup konstrukce Delaunayovy triangulace popsany v kapitole 2.3.3.
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z mala znamych algoritmt na konstrukci CDT je zaloZen na podobnych principech. Je jim
inkrementalni algoritmus popsany v kapitole 6.1.1. Zde je potieba uvést, ze algoritmus Maur
byl navrhovan v dob¢, kdy tento inkrementalni algoritmus jesté nebyl zvetejnén.

Dalsi postup diplomové prace spocival v navrzeni postupu pouziti metody Maur na komprese
trojuhelnikovych siti. Problematika byla nastudovana a zavér je, Ze neni mozné algoritmus
efektivné pouzit. VSe bylo zdokumentovano v kapitole 4.

Rozsiteni metod do prostoru E’ se podatilo implementovat. BohuZel tyto metody nebyly
schopné spolehlivé konstruovat CDT. Problém neni vchybé v implementaci ale
v principidlnich problémech metod. To znamend, ze metody potiebuji byt doplnény o dalsi
vylepSeni, kterd ovSem zdaleka pfevySuji rozsah diplomové prace. Odhadovany cas na
implementaci vylepSenich je jeden rok. Metody vSak pfinesly zisk mnoha znalosti
problematiky CDT v E®. Tyto znalosti byly potvrzeny experimenty a jsou velmi uZitetné
pravé pro mozny budouci vyvoj a vylepseni metod.

Metoda rekonstrukce oblasti byla Uspésnd asi v poloving testovanych ptipadi. Metoda se
ukazala byt spolehlivéjsi na malé oblasti. To, ze metoda nebyla UspéSna znamena, ze
v rekonstruované zasazené oblasti vznikaly diry. Toto je vSak zdvazny problém. Divodem
tohoto problému jsou vétSinou numerické chyby, na které je metoda nachylna. Existovaly i
ptipady, kde selhani metody nebylo dano numerickymi chybami, ale tim, Ze pro dany vstup
neexistoval vystup. Zhodnoceni metody je nasledujici. Metodu je doporuceno nepouzivat a
dale nerozvijet, protoze je zaloZena na principech, které jsou ndchylné na chyby. Metoda vSak
poslouzila pro vytvoreni teoretickych zavért, které mohou byt pouzity pro vylepSeni metody
lokalniho prohazovani trojuhelniki.

Metoda lokéalniho prohazovani trojuhelnikli se ukdzala byt pouzitelnéjSi nez metoda
rekonstrukce oblasti. Piesto vSak nebyla schopné vzdy vnutit povinny trojuhelnik. Algoritmus
se v mnoha pfipadech zasekl. Diivodem opét neni chyba pii implementaci, ale principielni
problém celé¢ metody. Diivody pro netispéch metody jsou tfi. Jeden je, Ze neexistuje feSeni
vstupniho problému zadné. V takovych piipadech se do triangulace ptidavaji body. Takto se
fesi 1 druhy problém a to, Ze neexistuje posloupnost swapt, kterd by trojuhelnik vnutila.
Tretim problémem je to, ze metoda sice dosla k cili, ale jen v procentuelné nizkém poctu
piipadii. V ostatnich ptipadech se algoritmus zasekl. Toto je jiz problém detailniho navrhu
metody, ktery mize byt odstranén naptiklad pouzitim prioritni fronty. Tato fronta by fidila
potadi swapu tetrahedronti. Samotny navrh fronty vSak neni zndm a objeveni takového
mechanismu neni snadnou zaleZitosti.

70



9 Zaveér

V ramei diplomové prace byl vytvofen detailni navrh metody Maur pro prostor E*. Tato
metoda byla Gsp&§né implementovana a ukézala se byt funkéni a pouzitelna v prostoru E*.
Metoda sice nekonkuruje v rychlosti ostatnim existujicim metoddm. Cilem diplomové prace
nebylo testovat rychlost metod ani vytvaiet optimalizované rychlé metody. I pfes moznou
optimalizaci by metoda nebyla rychlej$i nez vétSina jinych metod. Je to tim, Ze pouziva
pomérné slozité vypodty pro svou konstrukci. Piinos algoritmus Maur E® je ten, Ze
pfedstavuje pouziti nestandardniho pfistupu v konstrukci CDT pomoci piechodu do vyssi
dimenze.

Byla prozkoumana problematika pouziti Delaunayovy triangulace pifi kompresich
trojuhelnikovych siti. Jednim z bodli diplomové prace bylo zjistit, zda je mozné pouzit
algoritmus Maur pfi kompresich. Metoda se ukazala byt pro toto pouziti nevhodna. Divody
byly detailné popsany.

Dalgim cilem diplomové prace bylo vyzkouset rozsifeni metody Maur do prostoru E*. To se
viak pii analyze se zkuSenostmi z E* varianty ukazalo byt nemozné. Proto bylo vyzkouseno
rozsiteni dvou jinych metod do prostoru E’.

Prvni metodou bylo lokéalni prohazovani trojihelnikti. Metoda byla navrzena pro prostor E* a
implementovana. Algoritmus konvergoval k cili jen pro n&jaké vstupy. Metoda byla Gspésna
pro mensi oblasti. Podafilo se zjistit divod a byl popsan ve vysledcich metody. Pies to, ze
metoda nefunguje, jeji vyzkouSeni ptindsi cenné vysledky pro dal§i mozné experimenty
s CDT v prostoru E’. Dali metodou byla metoda rekonstrukce zasazené oblasti pomoci
znovuvytvoreni. Tato metoda vzdy vnutila do triangulace pozadovany trojuhelnik. Na druhou
stranu v mnoha pfipadech vznikaly v triangulaci diry. Jedna se o zasadni problém. Pficinu se
sice nepodafilo a jistotou urcit. Jednd se pravdépodobné o numerické chyby, na které je
metoda velmi citliva. Metoda po zkuSenostech byla posouzena jako nevhodna pro konstrukci
CDT.

I kdyz zadna z metod nebyla uspésnd, podafilo se zjistit a popsat jejich chovani a pokud to
bylo mozné, tak i zdroj problému. Ve bylo zdokumentovano v diplomové praci.

Dalsi mozny postup ve zkoumani metod by mohl byt rozsiteni metody lokalniho prohazovani
trojuhelnikli o déleni vnuceného trojuhelniku pomoci vklddani pomocnych bodi do
triangulace. Vysledkem by sice nebylo CDT vytvofené nad ptivodni mnozinou bodi, ale
zvysila by se pravdépodobnost Gspéchu metody. Dal§i moznosti by bylo zavedeni néjakého
postupu, ktery bude tidit chod prohazovani trojihelniku tak, aby se algoritmus nemohl dostat
do slepé ulicky.

Ackoliv implementované metody nejsou plné funkéni, byla naplnéna podstata diplomové
prace a to popsat chovani metod v prostoru E’. To se dle mého nazoru usp&iné podafilo.
Diplomové prace mi byla jako celek pfinosem v ziskani rozsahlych znalosti a praktickych
zkuSenosti z problematiky Delaunayovy triangulace.

Zavérem bych chtél podékovat dvéma lidem za pomoc s diplomovou praci. Je to jednak
Doc. Dr. Ing. Ivana Kolingerova, kterd byla mym vedoucim pro diplomovou préaci. Druhy
¢lovek je Ing. Pavel Maur, ktery mi pomahal mi s promyslenim mozného rozsifeni metody do
prostoru E’.

71



Pouzita literatura

[angla97a] ANGLADA, M. V. An improved incremental algorithm for constructing

[edel96a]

[fac95a]

[joe89a]

[kim99a]

[koh02a]

[maur04]

[plucker]

[shew00a]

[shew02a]

[shew03a]

[sloan93a]

Restricted Delaunay triangulation, Comput. & Graphics, 21st edition, 1997.
s. 215 -223.

EDELSBRUNNER. H, SHAH N. R. Incremental topological flipping works for
regular triangulations. In Algorithmica. 15th edition. 1996, s. 223-241.

FACELLO, M. A. Implementation of a randomized algorithm for Delaunay and
regular triangulations in three dimensions. In Computer Aided Geometric
Design. 12th edition., 1995. s. 349-370.

JOE, B. Construction of three-dimensional Delaunay triangulations using local
transformations. In SIAM J. on Scien. Statist. Computing, 10th edition., 1989. s.
718-741.

KIM, Yang-Soo, et al. Geometric compression using Delaunay triangulation.

Seventh Pacific Conference on Computer Graphics and Applications. 1999, s.
118.

KOHOUT, J. Paralelni Delaunayova triangulace ve 2D a 3D. Diplomova prace,
Zapadoceska univerzita v Plzni, fakulta aplikovanych véd, katedra informatiky a
vypocetni techniky. 2002.

MAUR P., KOLINGEROVA 1.: The Employment of regular triangulation for
constrained Delaunay triangulation, In workshop on Computational Geometry
and Applications, ICCSA Konference, Assisi. 2004, s. 198-207.

http://www.loria.fr/~lazard//ARC-Visi3D/Pant-project/files/plucker.html

SHEWCHUK, R. J. Sweep algorithms for constructing higher-dimensional
constrained Delaunay triangulations. In Annual Symposium on Computational
Geometry. 16th edition, 2000. s. 350-359. ISBN 1-58113-224-7.

SHEWCHUK, R. J. Constrained Delaunay tetrahedralizations and provably
good boundary recovery. In [1th International Meshing Roundtable, Sandia
National Laboratories, 11th edition, 2002, s. 193-204.

SHEWCHUK, R. J. Updating and constructing constrained Delaunay and

constrained regular triangulations by flips. In Annual Symposium on
Computational Geometry. 19th edition, 2003. s. 181-190. ISBN 1-58113-663-3.

SLOAN, S. W. A fast algorithm for generating constrained Delaunay
triangulations. In Computers & Structures. 47th edition., 1993. s. 441-450.

72



Priloha A

Vysledky CDT E?

Tato piiloha obsahuje vystupy z CDT E? programu. Obr. A.1 zobrazuje vnucenou hranu do
triangulace. Hrana je zvyraznéna Cervené.

Obr. A.1: Ukazka CDT ofiznutého na povinné hrany.
Obr. A.2 ukazuje vystup s vnucenymi hranami (Cervené) a ofiznuty na tyto hrany. Ofezavani
bylo zvoleno pro vnéjsi oblast. Vnittek pismen CR je také vyfiznuty, protoze algoritmus
fezavani proSel podruhé pies povinnou hranu.
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Na Obr. A.3 je dalsi ukazka vystupu programu. Zde je ofiznuta vnéjSi oblast. Neofiznutd
varianta je na Obr. A.4.

CCGLYV

Obr. A.3: Ukazka CDT ofFiznutého na povinné hrany

Obr. A.4: Ukizka CDT, které nebylo ofiznuto.

Na Obr. A.5 je znazornén maly vysek z datové mnoziny, pro kterou program nedokaze
sestrojit CDT. Dlivodem jsou numerické chyby, které se pfi vypoctu objevuji.
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Obr. A.5: Cast datové mnoZiny, pro kterou program nedokaZe sestrojit CDT z diivodu numerickych
nepiesnosti.

74



Priloha B
E? vysledky

Vstupem pro metody v E’ byla Delaunayova triangulace v E. Jedna takova triangulace je
znazornéna na Obr. B.1.

Obr B.1: E? triangulace vytvoiena nad 30 body nahodné rozmisténymi v prostoru E°. Tmavsi barvou je
zvyraznén jeden tetrahedron v siti. Kolem néj jsou vyznaceny 4 tetrahedrony, které s nim sousedi.

Na Obr. B.2 je znazornéna zasazena oblast pii pohledu z vrchu. Na Obr. B.3 je tato oblast pii
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Obr B.2: ZasaZena oblast. Tlustymi ¢arami je zde vyznacen vnuceny trojuhelnik. ZasaZena oblast byla
nalezena metodou hrubé sily.
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Obr. B.3: ZasaZena oblast, pohled z boku.

Na Obr. B.4 je zasazena oblast, do které je vnucen trojuhelnik pomoci metody swapt. Oblast
obsahujici tento trojuhelnik je na Obr. B.5.

Obr. B.4: ZasaZena oblast obsahujici 10 tetrahedroni.

22 [0.7h662, 0.8N202, 0.02901]

Obr. B.5: ZasaZena oblast z Obr. B.4, do které byl vnucen trojuhelnik.
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Na Obr. B.6 je znazornéna Delaunayova triangulace bodi lezicich na povrchu koule.

Tetrahedrony na povrchu jsou ploché jak znazoriiuje Obr. B.7. Na tomto obrazku je zasazena
oblast (vlevo) a do ni vnuceny trojuhelnik (vpravo).

A
,,,,«J' 1 -;',-c_z.‘;"i‘!% = 5 A
I s
==

NS AES
i i e | A ‘ﬁ"?""}% _.
VAT &74'-%"“"5

==

=]

il

S S SSAS
/“\"l-.!_ 'ﬁf’ ‘-—=_-_-.___ =
Y

Obr. B.6: Delaunayova triangulace nad body leZicimi na kouli

Obr. B.7: Na obrazku vlevo je zasaZena oblast na povrchu koule, na obrazku vpravo je do ni vhnucen
trojuhelnik pomoci metody swapii.
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Priloha C
UZivatelska prirucka

CDT E?

Program konstruuje CDT nad vstupni mnozinou bodt. Body jsou nadefinovany ve vstupnim
souboru s pfiponou .dat.

Vstupni soubor

Ukézka vstupniho souboru je naptiklad tato:

5

0.01 0.32
0.15 0.63
0.25 0.25
1.50 0.48
1.22 0.88
2

0 2

2 4

V souboru jsou nejprve zadadny body a poté povinné hrany. Kazdé casti predchazi Cislo
urcujici pocet polozek. V tomto piipad¢ je zadanych 5 bodii a 2 povinné hrany. Body jsou
zadavany po tadcich. Jejich soufadnice jsou uloZeny v potradi x, y. Hrany definuji indexy
dvou bodi, které hrana spojuje. Body jsou indexovany od nuly. V souboru jsou tedy dvé
hrany: hrana mezi body o soufadnicich [0.01, 0.32], [0.25, 0.25] a hrana [0.25, 0.25],
[1.22, 0.88].

Vystupni soubor

Pro vyse uvedeny vstup je vystupni soubor nésledujici.

.01 0.32
.15 0.63
.25 0.25
.5 0.48
.22 0.88

WkE MdMWWERERLREPOOO WU

Nejprve jsou ve vystupu ulozeny body stejnym zpisobem jako vstupni body. Poté jsou
uloZeny trojuhelniky a po nich indikace povinnych hran v trojuhelnicich.

Nasleduje detailni popis polozek ve vystupnim souboru:

<pocet bodua N>
<bod 0 X> <bod 0 Y>
<bod 1 X> <bod 1 ¥Y>

<bod N-1 X> <bod N-1 Y>
<pocet trojuhelnikt T>
<troj 0 vrchol 0> <troj 0 vrchol 1> <troj 0 vrchol 2>
<troj 1 vrchol 0> <troj 1 vrchol 1> <troj 1 vrchol 2>
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<troj T-1 vrchol 0> <troj T-1 vrchol 1> <troj T-1 vrchol 2>

<pocet trojuhelnikt T>

<hrana troj 0 vrchol 0> <hrana troj 0 vrchol 1> <hrana troj 0 vrchol 2>
<hrana troj 1 vrchol 0> <hrana troj 1 vrchol 1> <hrana troj 1 vrchol 2>

<hrana troj T-1 vrchol 0> <hrana troj T-1 vrchol 1> <hrana troj T-1 vrchol 2>

UloZeni bodl bylo popsano vySe. Trojuhelniky jsou zadany tfemi indexy vrcholi. Indexy
zacinaji od nuly. Indikace povinnych hran uréuje pro kazdy trojuhelnik, kterd z jeho hran je
povinnd. Ve stejném potadi, jako je pofadi trojuhelnikid, jsou nadefinovény trojuhelniky
obsahujici indikace. Kazdy trojuhelnik ma definovéano pro kazdou jeho hranu, zda hrana je
povinnd. Potadi hran odpovida potadi vrchold v trojuhelnicich. Ke kazdému vrcholu se vaze
jeho protéjsi hrana. Povinna hrana je indikovana pomoci ¢isla -2 a nepovinna pomoci ¢isla 1.

V ptiklad€ vystupniho souboru ma tedy prvni trojuhelnik jako vrcholy body 3, 4 a 2. Hrany
v tomto trojuhelniku jsou definovany v potadi 42, 32 a 34. Indikace povinnych hran jsou
-2 1 1. Hrana 42 je tedy povinnd. Ve vstupnim souboru je tato hrana uloZena jako druhd v
potadi. Poradi ulozeni hran nijak neovlivituje vysledek.

Program se spousti souborem CDTE2.EXE. Po spuSténi se zobrazi formuldf, v némz se
nadefinuje jméno vstupniho a vystupniho souboru i s cestou. Checkbox Clip triangulation
nastavuje, zda ma byt triangulace ofiznuta. Pokud je zaskrtnut, objevi se dalsi volba Clip
outside, ktera urcuje, zda ma byt ofiznut vnéjSek oblasti nebo vnitfek. K tomu, aby triangulace
mohla byt ofiznuta, musi povinné hrany tvofit v grafu uzavienou kruznici. Ukdzka formulate
jena Obr. C.1.

o CDT E2 M=

Constrained delaunay triangulation E2

lnput | Coydatahinput. dat
Output | C:hdataboutput. dat

[] Clip triangulation

0K

Obr. C.1: Dialogové okno programu CDT E2.

Pokud program narazi na chybu, zobrazi chybovou hlasku. Chybou miize byt naptiklad, ze
neexistuje vstupni soubor, hrany jsou neptesné definovany a podobné. Pokud vstupni data
obsahuji relativné dlouhé hrany, miize se pfi béhu objevit numerickd chyba, kterou program
neumi fesit. V takovém ptipadé se vypiSe prislusné chybova hlaska.

V opacném piipadé program zobrazi hlasku, ze vSe probehlo v poradku a vysledek ulozi do
vystupniho souboru.

Metody v E*

Ob& metody se spousti stejnym programem. Nasledujici text popisuje vstupni a vystupni
soubor.
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Vstupni soubor

Metody samy nevytvaii Delaunayovu triangulaci nad vstupnimi body. Triangulace je nactena
ze souboru. Vstupni soubor neobsahuje povinné trojuhelniky, protoze metody se neukazaly
byt pouzitelné ani pro jeden trojihelnik. Povinny trojuhelnik se zaddva jako parametr
programu. Ukéazka vstupniho souboru je zde:

5

0.0 -2.1 0.0

-1.0 0.1 1.3
1.0 0.0 1.0
0.2 0.1 -1.0
0.0 2.5 0.1

2

3210

1234

2

-1 -1 -11

-1 -1 -10

V souboru jsou ulozeny po slozkach nejprve vstupni body podobné jako je tomu v programu
CDT EZ Poté jsou uloZeny tetrahedrony. Kazdy tetrahedron je popsan indexy 4 bodi. Indexy
zacinaji od nuly. Nasleduji ke kazdému tetrahedronu jeho 4 sousedi. Sousedi jsou uloZeny ve
stejném portadi, jako jsou nadefinovany vrcholy. Ke kazdému vrcholu se vaZe index protéjSiho
tetrahedronu k tomuto bodu. Pokud soused neexistuje, je uloZzena hodnota -1. To znamena, ze
protéjSi sténa bodu je soucasti konvexni obdlky. V ukazkovém souboru je napiiklad
tetrahedron s indexem 0 (prvni zadefinovany) tvofen 4 body s indexy 3, 2, 1 a 0. Sousedi
sdilejici protéjsi trojuhelnik k vrcholim 1, 2 a 3 neexistuji. Posledni vrchol (bod s indexem 0)
se vaze k sousedovi 1, coz je druhy nadefinovany tetrahedron.

Vystupni soubor

Vystupni soubor je stejny jako vstupni soubor.

Program se spousti:

CDTE3.exe <vstup> <vystup> <t0> <tl> <t2> <metoda>

Vyznam jednotlivych argumentt je nasledujici:

<vstup> jméno vstupniho souboru i s cestou

<vystup> jméno vystupniho souboru i s cestou

<tl> index prvniho bodu tvofici vnuceny trojuhelnik
<t2> index druhého bodu tvofici vauceny trojuhelnik
<t3> index tfetiho bodu tvofici vnuceny trojihelnik
<metoda> ¢islo metody:

0 ... nalezne pouze zasazenou oblast
1 ... nalezne zasazenou oblast a provede metodu prohazovani trojuhelniki
2 ... nalezne zasazenou oblast a provede metodu rekonstrukce oblasti

Vysledkem programu je vzdy pouze zasazend oblast. To proto, aby mohla byt pfi
experimentech snadno prohlizena. Pii pouziti metod 1 nebo 2 je zasazend oblast pfeménéna
ptislusnym algoritmem. Vypisy na konzoli informuji o tom, kolik tetrahedronli zasazena
oblast obsahuje a zda metoda byla uspeSna nebo selhala. Pokud metoda selhala, je ptesto
vytvofen vystupni soubor. Ten v takovém piipadé obsahuje stav, do kterého se metoda
dostala. Pokud se v prib¢hu algoritmu vyskytne singularni ptipad, ktery neni programem
feSen, program vypise piislusnou hlasku a skonci. V takovém ptipadé vystup neni vytvoren.
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Prohlizeni dat

ProhliZeni dat je mozné pomoci dvou ptilozenych programil. Pro 2D data je moZzné pouzit
program Show CDT.exe”®. Pro 3D data je mozné pouzit viewer.exe® . 2D prohlize se ovlada
pomoci dialogového okna. Prohlize€ trojrozmérnych dat se spousti nasledovné:

viewer.exe <jméno souboru s pfiponou .dat>

Je dulezité, aby soubor mél ptiponu dat. To proto, Ze prohlize¢ umi zobrazovat vice druhti
vstuptl a rozliSuje je pomoci pfipony.

% Program byl napsan Doc. Dr. Ing. Ivanou Kolingerovou

¥ Program byl napsan Ing. Michalem Varnuskou PhD.
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Prehled zkratek

DT  Delaunayova triangulace
CDT Delaunayova triangulace s omezenim (Constrained Delaunay Triangulation)
E® Dvojrozmérny prostor nebo dvojrozmérny ptipad

E’ Trojrozmérny prostor nebo trojrozmérny piipad
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